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Abstract. In this paper we study the analytic classification of class of diffferential 
equations ft = ydy + . . . .  0 in (C 2, 0). We prove that "generically" they are rigid. 
We also give the moduli spaces in special cases. 

Rtstm16. Dans ce travail, on s'inttresse g la classification analytique de certains 
types d ' tquations diff&entielles de (C 2,0) de la forme f~ = ydy + . . . .  0. Cette 
classification est en gtntra l  donnte par celle de l'holonomie projective apparaissant 
dans la rtsolution de fL Dans un cas sptcial la classification est donnte par celles de 
l'holonomie associte g l 'unique stparatrice de fL On prtcise l'espace de modules et 
on prouve la rigidit6 gtntrique de fL 

O. Introduct ion  

1. Terminologie et notations 

Soit fl une 1-forme holomorphe sur une vari6t6 complexe M de dimen- 

sion deux. Elle d6finit un feuilletage holomorphe bc~ de codimension un 

sur le compl6mentaire de son lieu singulier S(ft) = {m E M [ ft(m) = 0}. 

Le couple ~f~ = (Sf~, S(f~)) est appel6 feuilletage singulier de M; si U 

est une unit6, Ff~ = F u ~ .  Par abus de langage on confondra ~f~ et 5ft .  

Soient On l 'anneau des germes en 0 E C n de fonetions holomorphes, 

mn son id6al maximal, O~ et thn les compl6t6s formels respectifs. On 

note A l 'ensemble des germes en 0 ~ C 2 de 1-formes holomorphes 
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24 R. MEZIANI 

singularit6 isol6e en 0 et Diff(C2,0) (resp. D~(C2,0)) le groupe des 

germes de diffSomorphismes holomorphes (resp. formels) ~5 de (C 2, 0), 

tels que 9(0) = 0. Deux 516ments fh  et f~2 de A, ou encore 5~h et 5ft2, 
sont holomorphiquement (resp. formellement) conjugugs, s'il existe un 

5l~ment q~ de Diff(C 2, 0) (resp. ~lff(C 2, 0)) tel que q~*(fh) A f~2 = 0. Un 

germe de courbe analytique (f  = 0) est dit s@aratrice de f~ E A, s'il 

existe une 2-forme holomorphe r/telle que f~ A df = f �9 rl. Un 516ment g 

de m2 est dit int6grale premiere de ft (ou 5ca) si f~ A d 9 = O. 

Soit D (resp. I~) le groupe des germes d'automorphismes holomor- 

phes (resp. formels) de (C, 0) fixant l'origine. Deux sots groupes H1 

et /-/2 de D sont holomorphiquement (resp. formellement) conjugu~s 

s'il existe un 61~ment ~ de D (resp. ]D) tel que ~*H1 = //2 avec 

~*H1 = {~-1 o h o ~  [ h E H1}. On note H1 ant-//2 (resp. H1 ~ //2). 

On d~signe par H F~ l 'ensemble quotient {H2[H2 ~ H1}/  ~! .  On dit 

que H1 est rigide si H1F~ est trivial. De la re@me fa~on sif t  E A on note 

ftF~ = {f~l E Alf~ 1 ~ f~}/a~nt-; 

lorsqu'il est trivial on dit que f~ est rigide. 

Deux p-uplets (fl,  f2 , . . .  , fp) et (gl, 92, . . .  ,gp) de II}P sont analy- 
t iquement (resp. formellement) conjugu6s s'il existe ~ E II} (resp. ID) tel 
que ~*(fi) = gi pour i = 1, . . .  ,p; on note ( f l , . . .  , fp)For l'ensemble: 

{(91,.. .  ,9p) E DPI(91,... ,gp) ~ ( f l , . - .  , f p ) } /an ! .  

On a une surjection naturelle de ( f l , . . .  ,fq)FOr sur G F~ ota 

G = ( f l , . . . ,  fp): le groupe engendr& Sauf cas partieuliers (vois w 
que l'on explicitera (voir 4.10), ces deux espaces de modules s'identifient. 

Darts la suite on confondra germe en un point et repr~sentant sur un 

voisinage de ce point; les 1-formes utilis6es seront toujours consid~r6es 
multiplication par unit6 pr~s. 

2. R6sultats 
Soit f~ = adx + bdy un 616ment de A, d6g6n6r6 de 1-jet non nul, d6g6n6r6 

Bol. Soc. Bras. Mat., Vol. 27, N. 1, 1996 



CLASSIFICATION ANALYI'IQUE D'I~QUATIONS DIFFI~RENTIELLES 25 

au sens off la partie lin~aire du champ dual 

Xf~ = b O/Ox - a O/Oy 

est nilpotente. A un changement de coordonn~es lindaire pros, le 1-jet 

de ~ s'6crit ydy. On salt alors (T]) que ft est formellement conjugud/~ 

une 1-forme du type: 

ft ~'p = d(y 2 + x n) + xV(c~ + V ( x ) ) d y  
OL 

o~ ct E C * , V ~ r h l ;  n_>3~ p_>2. 

On dit alors que ~2 E [ft2,p]. Le hombre entier n est un invariant 

( n  - 1 est le hombre de Milnor de la singularit6), l 'entier p l'est lorsque 

n >  2p. 

On s'int5resse s ft F~ Dans le c a s n  < 2p, f~ a la m~me r6solution 

que d(y 2 + x  ~) et est en g~n6ral rigide [C, M]: D. Cerveau et R. Moussu 

ont appliqu5 leur classification analytique de sous groupes de D au 

groupe d'holonomie projective ([M, M]) de ft pour en d~duire ft F~ 

Dans le c a s n  = 2p, le hombre c~ apparait  explicitement dans la classi- 

fication et m6me dans la r~solution de f~; on souligne qu'il devient un 

invariant au signe pr6s (remarquons que changer x en/3 x avec/3 p = - 1  

permet  de changer a en - a ) .  

On se propose de faire la classification lorsque n = 2p. Une des 

cons5quences de notre ~tude est que l'on a: 

"Gdndriquement sur c~, les 61dments ft de FA n'p] sont rigides". L--O~ J 

Plus pr6cisement, on distingue deux cas: 

2Tb/ ITb  / c ]  vec + n Q} 

2 n ~ , n  ' 2 n '  n ~ 
E ~,n~*,4 r ~ E [~4 ] Oll ~ E [~t 4 ]. 

P r emie r  cas: ~t E En,,a 

Soit ~ le feuilletage singulier obtenu apr~s r~solution (n' ~clatements) 

d 'un ~l~ment gt de E~,a .  On obtient le schema de r~solution suivant 

(fig. 1): 
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< 
P2"" 

P l ~ m ~ , _ 4  
~ _ _ ~  mn~-3 

P~,-1 ~ C i  

--j o 
nF---------~ ~ C _ i  

Fig. 1 

oh le diviseur except ionnel  appara i t  comme  une  chaine lin6aire de n'  

droi tes  project ives  Pk,  d ' in tersect ions  rnk: k = 0 , . . .  , n '  - 2 (fig. 1). Le 

feuilletage .~ poss6de les Pi comme  s6paratrices,  ainsi que deux  aut res  

Ci et C-i qui sont t ransverses  au diviseur except ionnel  et coupent  Pr~, 

en mi et m-i  respect ivement .  Les ink: k = 0 , . . .  , n ' - 2 ,  i, - i  sont 

les singularit4s de ~ .  Les indices de Camacho-Sad  [Ca, S] aux  trois 

singularit6s sur P~, sont 

#(0) = - ( n ' -  1)In', 

#(i) = - - l /n / (1  -- oz2/o~1) 1 

/.t(_i) = --I//Z'(1 -- OZl/OZ2) -1 

Oh Ct2, C~I sont les ravines du  t r in6me 1 + (c~/2)u + u 2. 

Remarquons  que #(0) + #(i) + #(- i )  = - 1 .  

On  d6signe par  Hf~ le groupe  d 'ho lonomie  project ive  de 12 = P~, - 

{m0, mi, re_i} �9 I1 est engendr4 par  ho et hi: les holonomies project ives  

locales de s en mo et mi.  On a: 

T h ~ o r ~ m e  3.1. Soit f~j (j = 1, 2) un dldment de E~,,~ et h~ j) (resp. 

h(J))i l'holonomie projective locale de ~j (rdsolution de 5f~j) au point 
mo (resp. mi) de Pn, . Alors f~l et f~2 sont holomorphiquement (resp. 
formellement) conjuguds si et seulement si les syst~mes de gdn~rateurs 

h(1) h(1)~ (h~ z),'- h (2)] de et le sont. 0 , i j e t  i J Hfh Hf~2 

Soit )~ un  hombre  irrationnel;  on dit  que A E 1~ s'il v6rifie la condi t ion 

de Br juno  ([Br], [Y]) qui assure la lin4arisabilit6 des diff6omorphismes 

h(x) = e 2i~a x + . . . .  

Bol. Soc. Bras. Mat., Vol. 27, N. 1, 1996 



CLa~SSIFIGATION ANALYEIQUE D'I~QUATIONS D1FFERENTIELLES 27 

L'espace des modules f~For est d6crit par: 

Th6or6me 4.4. Soit ~ un ~ldment de E* 

i) Si P(i) est irrationnel et #(-i)  " #(i) < O, alors ~t est rigide. 

ii) Lorsque P(i) est un nombre complexe non irrationnel ou P(i) irra- 

tionnel avec P(-i) "P(i) > O, on obtient: 

~For =_ (h0, hi) F~ �9 

Si de plus H~  • D1 n'est pas monog~ne, alors: 

~For = f/For.  

N.B.: Un groupe est dit monog6ne s'il est engendr6 par un seul 

616ment et est non trivial. 

Ce th6or~me ram~ne l '6tude de ~For ~ celle de l'espace des modules 

pour des groupes ou plus pr6cis6ment des couples d'616ments de D. En 

utilisant la classification analytique des sous groupes de D ([C, M]), on 

a des pr6cisions sur gt F~ suivant les valeurs de P(i) et la nature  de H q: 

H~2 non ab61ien et H~  N D1 monog6ne:  

on a P(i) rationnel 
~For ~ (h0, hi)For 

~t non rigide 

H~t ab6lien et H~2 7/D1 monog6ne:  

on a #(i) rationnel 

~For ~ (nO, hi)For 

f / r ig ide  e ,  hi p6riodique 

Hf~ non ab61ien et Hf/(~ D 1 non monog6ne:  
~For ~ ~ r  

rigide 

H~2 ab61ien et Hf} (-/D 1 non monog6ne:  

si #(i) ~ IB ou #(i) non irrationnel 
f~For -- /_/For 

~ rigide 

si #(i) ~ (JR - Q) - B e t  #(i) " #(-i) > 0 
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28 R. MEZIANI 

~For ~ H~or 

f~ non rigide 

si #( i )  E (•  - Q)  - ~ et #(~) �9 < 0 
~For ~ HFor -- (].tO , h~For ---- -) 

~2 rigide 

2 n / , n  t Corollaire 4.6. Gdndriquement sur ~, un 61dmen~ ~ de [~2~ ] est 

rigide. 

D e u x i ~ m e  cas:  ~2 E En, 4 .  

192 t)3 Pn'-i Pn, 

C 

Fig. 2 

Cette  lois encore, gt se d6singularise apr~s n' 6clatements. Mais les deux 

s6paratrices transverses au diviseur exceptionnel viennent collapser pour 

n 'en former plus qu'une. Ceci donne naissance g une singularit6 r6duite 

moo avec 1-jet du type ydx. Dans ce cas l 'holonomie projective ne 

donne essentiellement plus de renseignements car elle est finie; cnrieuse- 

ment, l 'holonomie de la s~paratrice transverse au diviseur porte toute  

] 'information, conform6ment g une conjecture de R. Thorn selon laque- 

lle: 

"Une 1-forme de A ayant un nombre fini de s@aratrices est d6ter- 

min6e par la donn6e des s6paratrices et de leurs holonomies". 

Cette conjecture n'est pas vraie en g6n4ral [M]. 

Th6or~me 6.C.5. Soient ~tj (j = 1, 2) deux dldments de E** n',4 et hj 

l'holonornie de leur s@aratrice. AIors f~l et gt 2 sont holomorphique- 

ment (resp. formellement) conjuguds si et seulement si hl et h2 le sont. 

Pour calculer l 'espace des modules ~2 F~ on utilise la classification 

analytique des 1-formes g l- jet  du type ydx, d'apr~s Mart inet-Ramis 
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[M,R]I. On mont re  alors que f~For s'identifie h D1 quotient6 par  les 

conjugaisons homoth6t iques  de (C, 0). 

Dans les deux cas (f~ ~ E~,,~ ou f~ E E~,4), pour  %duire la classi- 

fication de f~ ~ celle d 'une holonomie, on est ramen6 h "pousser" des 

diff~omorphismes locaux "en haut"  (apr5s %solution), par  la mSthode 

de rel~vement de chemins. On prolonge ensuite en util isant le thdor~me 

cld 1.1 de conjugaison locale fib%e (qui est un raffinement d 'un  %sultat  

de R. Moussu (1.4)). Ceci n6cessitera la construct ion d 'une  fibration 

"singulihre" transverse au projectif  P~, de la %solution de f2, telle que 

les (ou la) s@aratrices transverses au diviseur en soient des fibres. Mis 

's par t  quelques d6tails techniques, l '6tude et les %sultats  dans le cas 

n '  = 2 sont les m6mes que dans le cas gdn6ral. Aussi on trai tera ici le 

cas n ~ = 2. 

1. Conjugaisons fibr6es et ho lonomie  

D6finitions. Un 616ment f~ de A est dit %dui t  ([C, Ma]) si les valeurs 

propres A1 et A2 de X~  (un champ dual) vdrifient l 'une des conditions: 

/XI" A2 • 0; A1/A 2 r Q+ (*) 

 1=0,  2#o. (**) 

On dit qu 'un  diff6omorphisme (~1, ~2) de Diff(C 2, 0) est fibr6 en x si 

~l(X, y) -= x. 

Th6or6me 1.1. Soit f~j (j = 1, 2) un dldment de h rdduit du type (*) tel 

que 

a j = y d x - p x ( l + C j ( x , y ) ) d y ,  C j E m 2 ,  # E C - Q + .  

On note hj l'holonomie de la s@aratrice (y = O) de ~ j ,  calcul@ sur 

une transversale E: (x = xo). Alors ~1 et ~2 sont holomorhiquement 

conjugds si et seulement si hi et h2 le sont. De plus si ~ est une con- 

ju9aison entre les deux hoIonomies, ~: E ---+ E, ~*(hl)  = h2, il existe un 

unique dldment cp de Diff(C 2, O) fibrd en x, tel que 

c~* t21A t22 =0  et ~lE = ~" 
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Remarque 1.2. Si les 1-formes f~j sont conjugu6es, leurs holonomies 

aussi, ceei est bien connu. 

La preuve du th6or6me est cons6quence des 6nonc6s 1.3 et 1.8 qui 

suivent. 

La proposition 1.3 am61iore un r6sultat de R. Moussu [Mo] et Mattei- 

Moussu  [M, M]. 

Proposi t ion 1.3. On consid~re deux dldments f ~ j  de h tels que 

[~ j  = ydx - #x(1 + Aj (x ,y ) )dy ,  Aj  �9 m2, # �9 R*_. 

Soit hj l'hoIonomie de la sdparatrice (y = O) de f~j, ealculde sur une 

transversale E: (x = x0). Si h2 est conjgud ~ hi  par un diffdomorphisme 

de E: !P*(hl) = h2,  il existe 4) dIdment de Diff(C 2, 0) unique, fibrd en 

x tel que 

(P*(f~l) A f ~ 2 = 0  et ~51E = ~ .  

Remarque  1.4. R. Moussu [Mo] (voir assi [M, R]2) a 6nonc6 la proposi- 

tion 1.3 dans le cas sp6cial: 

aj  = y d x -  px ( l  + x y C j ( x , y ) ) d y ,  C j � 9  # � 9  

et ce type de "forme normale" semble essentiel dans sa d6monstration. 

Preuve de la proposit ion 1.3. Soit ~2j comme dans l'6nonc6. D'apr6s 

[Ca, K, P ] e t  [M, M], f~j est eonjugu6 ?~ i l i l e  1-forme 

f~O,j = y d x -  #x(1 + z y  B j ( x , y )  )dy, B j  �9 0 2 .  

Lemme 1.5. Il existe un dldment ~O,j de Diff(C 2, 0) fibrd en x tel que 

�9 ; , j ( % )  A U0,j = 0. 

Le lemme 1.5 famine  la proposition 1.3 h l'6nonc6 1.4 de Moussu. 

Preuve du lemme 1.5. Soit g~j 616ment de Diff(C2,0) tel que (I)~(f~j)A 

120,j = 0. Comme # E R*_, les axes sont les seules s@aratrices lisses de 

~ j  . O i l  peut supposer que d)j s'6crit: 

q~j(x,y) = (x(aj + h l , j (x ,y ) ) ,y (b j  + h2,y(x,y))) aj ,bj  �9 C*; 

hi, j ,  h2,j �9 m2 �9 
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Qui t t e  g con juguer  ft0, j par  Fj oh, Fj(x,  y) = ((1/aj)x, y) on peu t  p rendre  

aj = 1. On va const ru i re  ~0,j en composan t  ~ j  ~ droi te  par  un 415ment 

bien chosi du  g roupe  g u n  pa rambt re  associ6 g un champ dual  X j  de ~ j .  

Soi t /~j  un  415ment de m2 tel que 

exp(/zj) = 1 + hl, j e t  X j  le c h a m p  dual  de ftj donnd par: 

X j  = (1/#)y(l  + gj(x,y))O/Oy + xO/Ox,  9j E m2 

avec 1 + gj = (1 + Aj) -1 . Soit r le g roupe  h u n  pa rambt re  de X j .  On 

a: 

y) = ((exp t)z,  y u(t,  z, y)), u oa ; u(t,  o, o) r o. 

Ce diff~omorphisme conserve le feuil letage 5caj feuille par  feuille. 

R e m a r q u o n s  que si tj: (x, t) ~-~ tj(x, y) est un 61~ment de m2 aors r 

est dans  Diff(C 2, 0). De plus r163 = s pour  rou te  feuille s de Ff t j  et 

par  sui te  r (ftj) A ftj = O. 

Soit tj = - / t j  o ~ ]1  ; le d i f f6omorphisme ~o,j = ~j,tj o cej convient .  [] 

Proposition 1.6. S o i t  f~  = y d x - p x ( l + A ( x ,  y))dy avec p E C* et A E m2 

une l-forme lindarisable. Aloes f~ est conjugud h sa partie Iindaire par 

un diffdomorphisme fibrd en x. 

R e m a r q u e  1.7. La  condi t ion  de lindarisabilit5 est a u t o m a t i q u e  lorsque 

# est 616inent de R2_ ou C - R. 

Preuve de la proposition 1.6. La l - forme ydx - pxdy possbde l ' in%grale 

premiSre xy-U; l ' au t re  forme, ~2, a une in%grale premibre  du  t y p e  

xy-#(1 + V) avec V ~l~ment de m 2 . On  a 1 + V = exp H avec H E m 2 . 

Le dif fdomorphisme donn4 par  

r  y) = (x, y e x p ( - H ( x ,  y)/#)) 

convient .  [] 

Corol la i re  1.8. Considdrons deux dldments Qj de A: 

f~j = ydx - #x(1 + Aj(x ,  y))dy, Aj  E m2,  # E (]~_ - Q+)  u (C - R) 

et soit hj l'holonomie de la s@aratrice (y = O) de f~j calculde sue une 

transversale E: (x = xo). Supposons h2 conjugud ~ hi par un dldment 
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32 R. MEZIANI 

de D, ~*(hl) = h2 �9 Alors  il existe  un  unique dldment  q~ de Diff(C 2, 0), 

f ibrd en x tel que ~*(ftl) A f t  2 = 0 et ~IE = ~" 

Ce corollaire %sulte de la remarque 1.7 et du fait que les seuls 

61~ments de D eommutant  avee y ~ e 2iTrp y sont les homothSties, lorsque 

p n'est pas rationnel. 

2. " F o r m e s  n o r m a l e s "  

Un 616ment ft de [f~4,2] a la m6me r6solution que ft 4'2 (l 'arbre de r6solu- 

tion, les singularit6s de l'6clat6 divis6 ainsi que ses 1-jets en ees points, 

sont identiques), quitte s conjuguer ft par un 616ment de Diff(C 2, 0). 

Cette %solution est la eompos6e de deux 6clatements: 

y = t x ;  x = t u .  

Le diviseur exceptionnel D2 est une cha~ne de deux droites projectives 

P1 et P2 qui se eoupent transversalement au point m o =  P1 C/P2. Les 

6clat~s divis~s de f~4,2 ont pour singulari%s ce point mo et deux autres 

m~ i (i = 1, 2) ~ventuellement confondues, de coordonn~es (0, ai) dans la 

carte (t, u) oh a l  et c~2 sont les z6ros du trin6me 1 + (a /2)u  + u 2. Les 

points real et rna 2 son t distinets si a r -t-4. 

t U ?Tta. 

X 

P1 

Fig. 3 

Soient ~4,2 l'~cla% de f~4,2 dans la carte (t, u) et ~4'~k ) le germe de 

~4,2 en mk:k  = 0, c~1, a2 .  

Supposons a r -t-4. Les rapports des valeurs propres du 1-jet des 
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~4,2 ~(k) sont respectivement: 

= - 1 / 2 ,  = - 1 / 2 ( 1  -  2/c 1) - 1  , 

# ( a 2  ) = - - 1 / 2 ( 1  - -  0~1/0~2)  - 1  . 

Ainsi la singularit6 m0 est %duite du type (*); ]es deux autres sont 

%duites (et alors du type (*)) lorsque 1 - c~2/al et 1 - OZl/Ct 2 ne sont 

pas dans Q * ,  c'est-5~-dire si l 'on a la propri~t6: 

"o~ ~ {• + 1/V~), r E QA]0, 1]} ". 

On dit alors que fl E E~,~ (en partieulier ct r ~:4). 

Lemme  2.1. Soit 12 un dldment de E~,~. I1 existe un syst~me de coor- 

donndes analytiques oi~ f~, d unitd pros, a une dcriture du type 

f F = d ( y  2 + x  4 ) + ( a x + b y + g ) ( 2 y d x - x d y )  a, b E C ;  g E m ~ .  

Preuve. Compte tenu de l '6criture de j l  ~ en ra~ 1 et rn~2, l '6quation 

= 0 possbde en ces points des s@aratrices lisses Ca1 et C~: tangentes 

aux droites (u = a l )  et (u = a2) respectivement. Leurs images par 

7r: Cal et Ca 2 sont des germes en 0 E C 2 de courbes analytiques lisses 

tangentes ~ l 'ordre 1 ~ l 'axe (y = 0). On peut chosir les coordonn~es 

initiates (x, y) telles que l'on air Ca1 = ( y - i x  2 = 0) et Ca 2 = (y+ix 2 = 0). 

Comme la courbe (y2 + x 4 = 0) est finalement une s@aratrice commune 

de ft et ft 0 = xdy - 2ydx, suivant Cerveau-Moussu [C, M] on a: 

f ~ = f l d ( y  2 + x 4 ) + f 2 ( 2 y d x - x d y ) ,  f i E 0 2 .  

Puisque j l f~  est 6quivalent g ydy, f l  est une unit6 et f2 E m2.  On 

peut supposer f l  ~ 1. [] 

Consid6rons un repr6sentant holomorphe not6 encore f~ sur un voisi- 

nage ouvert U de 0 E C 2 tel que 0 soit la seule singularit6. L'6quation 

~q = 0 d6finit un feuilletage non singulier, sur U - {0}. Son image 

r6ciproque par rr s '6tend en un feuilletage singulier ~ de U = rc - l (u )  g 

singularit6s rnk (k = 0, i, - i )  de coordonn6es (0, k) dans la carte (t, u). Le 

rapport  des valeurs propres en mk est #(k) = I-~k (~', P2), ce dernier 6tant 

l'indiee de ~- relativement ~ P2 au point mk [Ca, S]. On a >(0) = - 1 / 2  
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et #(k) = (ak - 2)/8 pour k = i , - i  (le nombre a 6taut celui du lemme 
2.1). 

On rappelle que si rl = A dx+ B dy est un 616ment de A ayant C: (y = 

0) comme s@aratrice, l'indice de Camacho-Sad de ~c  en 0 relativement 

a C est ([Ca, S]): 

Y0(~cv, C) = -Res  [O/Oy(A/B)(x,  0)]. 
x = 0  

Si r] = y(A2 + A2)dx - x(A1 + A1)dy avec Aj E m2 et A1 r O, alors 

Remarquons qu 'un 616meut f~ de 2~,a 6crit sous la forme f~a est 

transverse ~ ft 0 = - 2 y d x  + xdy en dehors de la s@aratrice (y2+ x4 = 0). 

Par consequent ~" est transverse ~ la "fibration" de Hopf g6n6ralisfie de 

P2 - donn6e par ~0  en dehors des s~paratrices (u = i), (u = - i )  et P1,  

oh ~0  est le feuilletage obtenu apr~s r6solution de f~o. Dans la carte 

(t, u) (resp. (x, v) oh v = 1/u) il est donn6 par les niveaux de u (resp. 

v), dans la carte (t ~, y) fig. 3 il a y .  t '2 comme int6grale premiere. 

Consid6rons un 61~ment ft a de A. Les singularit6s m i e t  m_i sont 

r6duites si et seulement si a E (C - Qi) u (QN [-2, 2])i. Lorsque a = • 

l 'une des singularit6s mi ou m_i est du type (**) avec une valeur propre 

non nulle, associ6e 5~ la direction propre P2; ce qui est "mauvais" si 

on veut des conjugaisons fibr6es suivant la fibration de Hopf de P2. 

En fait si a = =L2i, on n'est plus darts le c a s n  = 2p (c'est ~ dire le 

notre) mais plut6t dans le c a s n  > 2p. Finalement un 616ment ft de E~,~ 

a une 6criture du type ft ~ darts un bon syst~me de coordoma6es avec 

a E (C - Qi) u (Qcl] - 2, 2[ )i. 

Dans toute  la suite nous travaillerons dans les coordonn6es oh les 

614ments de 2~,~ s'6crivent sous la forme f~. 

3. Classification des 616ments ~ de 2"2,~ via l'holonomie projective 
Dans toute  la suite/2 ddsigne la feuille P2 - {m0, mi, m- i}  de ~- et ~(k) 

"la" forme d6finissant le germe de ~- en ink. 

On note u_ le point de coordonn6es (0, u) dans la carte (t, u). La 

reprdsentation d'holonomie projective 7-Lf~ est la repr6sentation d'holo- 
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nomie de s sur une transversale (u = u0): 

~f~: rc 1 (l:, u0) ~ Diff(C, 0). 

Son image Hf~ est le groupe d'holonomie projective de fL Le diff4o- 

morphisme d'holonomie projective locale hk de la singularit6 mk est 

l'61~ment ~f~(Tk) oh % E rcl(s est un lacet d'indice 8~ (symbole 

de Kronecker) par rappoprt  g mj (j, k E {0, i , - i } ) .  Le groupe Hf~ est 

engend% par h0 et hi.  

Th~or6me 3.1. Soit f~j (j = 1, 2) un dldment de E~,~ et flY(J) le feuilletage 

singulier obtenu apt& rdsolution. Les l-formes f~l et ft2 sont hoIomor- 

phiquement (resp. formellement) conjugu&s s'il existe un dldment r de 

]I} (resp. D) tel qlze ~)*(h~ 1)) = h~ 2) pour k =0 ,  i 

(H j = @J), 

Preuve. Si les formes sont holomorphiquement conjugu6es les holono- 

mies projectives le sont aussi. 

Soient 

f~j = d(y 2 + x 4) + f j (2ydx - xdy) 

deux ~l~ments de E* d6finis sur un voisinage U de 0 E C 2. On suppose 2,c~ 

qu'il existe un dl~ment ~b de D tel que ~b*(h~ 1))" = h~ z)'~ pour k = 0, i. Les 

holonomies h~ a)' ~tant calculdes sur une transversale E: (C, u0). On va 

montrer  que fl(1) et fl(2) sont conjugu4s, donc f~l et f~2 aussi. 

Lemme 3.2. I1 existe un diffdomorphisme fibrd q~: q~(t, u) = (~(t, u), u), 

entre deux voisinages ouverts Vj de P2 dans l'espace dclatd U tel que: 

2) la restriction de ~ it la transversale E est @ale it r  

Lemme 3.3. Le diffdomorphisme ~ se prolong e sur un voisinage 1/3 du 

diviseur exceptionnel D2 = P1 UP2,  en une conjugaison analytique entre 

Ies deux feuilletages singuliers ~-(1) et fl(2).  

Ainsi en posant 
~ = 7r o ~ ozc-l_ 

i~(u)-{0} 
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on obtient  un  diff4omorphisme de conjugaison analytique entre )vf~ 1 et 

5rft2, en dehors de l'origine. Celui-ci se prolonge en 0 en une conjugaison 

entre ~1 et ft 2 . D 'oh la version analytique du th6or6me [] 

(En raisonnant  sur les k-jets ([C, M]), (voir aussi [B, M]) on 4tablit 

le th~orgme dans le cas formel.) 

Preuve du lemme 3.2. Les feuilletages .~(J) song transverses 5~ la "fi- 

bration" de Hopf g~n6ralisde de P2,  en dehors des sSparatrices (u = i), 

(u = - i )  et du  projectif  P1.  Donc on peu t  6tendre re par la m5thode  

de rel5vement des chemins, suivant la project ion (t, u) H u, en un 

diff~omorphisme local ~ envoyant ~-(2) sur ~-(1): pour  tout  couple (t, u) 

de C x (C - {0, i , - i } ) ,  t de module  assez peti t ,  on consid~re le relev5 

C (2) dans le feuilletage .~(2) d 'un  segment 7 ~  ~ de 12 d'origine _u et 

_u 0 tel que C (2) (0) = (t, u). Puis on relive le chemin ( ~ d 0 ) - I  d 'extr6mit~ 

dans le feuilletage ~-(1) en un chemin C (1) tel que C1(0) = (~P(t2), uo), 

oh (t2,u0) = C~(2)(1). Soit ( t l ,u )  = C~1)(1); on pose ~( t ,u)  = ( t l ,u) ,  
ce dernier est i nd@endan t  du chemin "Yuu~ choisi. D'apr~s le th~orSme 

1.1 appliqu6 k chacune des trois singularit6s m k ,  il existe au voisinage 

de mk un diff4omorphisme fib% conjugant  les feuilletages ~(2) et ~(1) 

et valant r sur E. Celui-ci coincide en dehors de la s@aratr ice (u = k) 

avec le diff6omorphisme q) puisque les "manipulat ions" qui ont permis 

de les constrnire song les m~mes. [] 

Preuve du lemma 3.3. Comme la feuille P1 - {m0} de ~(9) est simple- 

ment  connexe, pour  tout  disque D~ = {z E C/Iz  I < rl} de P1 - {too}, r; 

r6el positif  arbi t ra i rement  grand, ~(J) poss6de une int6grale premi6re 

holomorphe Fj sur un ouvert U, fib% via (t', y) ~ t' au dessus de D ,  : 

F o ( t ' , y ) = y .  Uj ( t ' , y  ), Uj ~O2(U, ) ,  Uj( t ' ,O)r  

D'apr~s le lemme 3.2 le diff6omorphisme } est d6fini sur une cou- 

ronne cylindrique Uc,n,c ~ Ac,, x Dc oh Ao,, est l ' anneau {t' E C I c < 
It'l < Introduisons le diff6omorphisme q~j: 

r y) = (t' . (Uj(t',  y ) ) - l / 2  y .  gj( t ' ,  y)). 
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I1 est d~fini sur  un ouver t  D~, • De, ; sa r~ciproque Cj 1 envoie Fj sur 

la p ro jec t ion  (if, y) ~ y e t  conserve la "fibration" t ransverse  ~-0. Pour  

eonelure  il suffit de prolonger  0 = ~1 o ~ o ~521 sur un ouver t  Dr,, • 

De,, pour  cer tains  r]" et c", t ou t  en conservant  les fonct ions (if, y) H 

y et (t',~j) ~-* y �9 t,2. Pou r  cela posons  0(f',~/) = (~l ( t ' ,Y) ,  ~2(ff,~1)). 

L'app l iea t ion  0 est  connue sur un ouver t  Ue',n',c' ~= Ae,,~, • De,. Elle 

conserve l ' int~grale premiere  y.t12 de ~ 0  et envoie ~ 2 ( Z  (2)) sur  ~1(Z(1)) .  

On a alors: 

<, y)  = y t 

y)  = (y) 

(if, ~/) ~ Ac,~, • D~,. Par  sui te  la fonct ion 0 s '6 tend par  ce t te  formule 

sur D~, x De~ (pour  un  cer ta in  e l ) .  Alors r se prolonge au voisinage de 

P1 tou t  en sat isfaisant  les condi t ions  demand6es;  d'o~t le lemme. [] 

D~fini t ion ([C, M].) Un sous groupe  G de D est dit  super  rigide si rou te  

conjugaison formelle, entre  G e t  un sous grupe  G / de I) quelconque,  

converge. 

Corol la ire .  Soit f~ un dldment de 2~, a tel que Hf~ soit super rigide. 

Alors f~ est rigide. 

4. Synth~se 
Soit f~ un ~16ment de 2"2,~, il est en g6n6ral rigide. Q u a n d  il ne l 'est  pas 

on a f~For __- H~or ,  sau l  dans des cas except ionnels  of~ on a seulement  

f~For ~ (h0, hi)For. Ceci sera cons6quence des th6or~rnes 3.1 et 4.4. 

L 'ho lonomie  de P1 - {m0} cornme vari~t6 invariante  de ~(0) est 

l ' identi t~ car e 'est  une feuille s implement  eonnexe de ~'. Pa r  cons6quent ,  

~(0) est  lin~arisable d 'aprbs  le th6or~me 3.1. L 'ho lonomie  de l ' au t re  

vari~t~ invariante  de ~(0) est done lin6arisable. On peu t  supposer  pour  

route  la sui te  que h0 = - id(c,0 ) (modulo  un bon  ehoix de la coordonn6e) .  

Avant  d '~tabl i r  le lien entre  g, For, (h0, hi) F~ e t  H ~  ~~ on va rappeler  

un r6sul ta t  de Ce rveau -Moussu  sur les groupes.  

D~fini t ion 4.2 ( [C, M].) Un sous groupe  non ab61ien de D est dit  ex- 
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ceptionnel s'il est formellement conjugu6 ~ Fun des sous groupes G~,p 

engendr6s par: 

x ~ wx et x ~-~ exp Xp,O(X ) = x(1 - p x P )  -1/p 

off p est un entier non nul, o~ racine pi~me de - 1  et Xp,~ le champ de 

vecteurs complexe ~ une dimension: 

Xp,)~ = (xP+I/(1 q-/~xP))O/Ox, ~ E C, p E [q*. 

Remarque .  Les ~lfiments de G~,p s'6,crivent: 

x ~-+ gm,k(x) = co m.  x(1 -- kpxP) -1/p , m, k E •. 

Le diffSomorphisme ~m,k est  p~riodique si et seulement si m est impair 

ou k est nul. 

Notations.  Soient k, q deux ~lSments de N*, m E Z et (),,~) ~ C 2, avec 

w racine qi~me de l'unitS. On d6signe par Hm,k,q& le groupe ab~lien: 

(co exp(m/q)Xkq,A.~ exp Xkq,X ) . 

Th~or~me 4.3a. ([C, M].) Soit G u n  sous groupe de D. Alors G N D1 est 

monog~ne si ef seulement si G est formellement conjugud h u n  9roupe 

G~,p (cas non abdlien) ou d u n  groupe Hm&q,~ (cas abdlien). 

Th~or~me 4.3b. ([C, M].) [In sous 9roupe G de D est super rigide dds 

que GND1 n'est pas monog~ne et non trivial. Lorsque G est non abdlien 

et que G n D1 est monog~ne, le groupe G n'est pas rigide. 

Th~or~me 4.4. Soit f~ un dldment de E~,~. 

i) Si #(i) ne vdrifie pas la condition (I): "#(i) est irrationnel et 

#(i) " #(-~) < 0 " alors f~For -- (h0, hi) F~ �9 Si de plus H~ n'est ni ex- 

ceptionnel ni formellement eonjugud ~ un groupe Hm,k,q,O on obtient 
f~For = HFor.  

ii) Lorsque (I) est vdrifide ~ est rigide. 

Preuve. Elle r6sulte du corollaire 4.9 et de la proposition 4.10. [] 

Corollaire 4.5. Soit f~ un dldment de ~* 2,~ tel que Hf~ soil non abdIien. 

Alors ~2 est rigide si Hf~ n'est pas excepfionnel. C'es~ te ca,s en partieulier 

quand #(i) n'est pas rationnel. 
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Remarque.  L'ensemble des valuers a pour lesquelles les deux espaces de 

modules f~For et H~  ~ , dans le th6or~me, ne s'identifient pas est contenu 

dans R. 

C o r o l l a i r e  4 .6 .  "Gdn&iquement" sur ct (: a C C - R) ,  un dldment f~ de 

[f~4,2] est rigide. 

On va d 'abord ~tablir le lien entre gt F~ et (h0, hi) F~ �9 

4-a. C o r r e s p o n d a n c e  e n tr e  f~For et  (h0, hi) F~ 

L e m m e  4.7. Soit G u n  sons groupe de D formel lement  conjugud it Hf~ 

par un dldment ~o de ~}: ~*(Hf~) = G. Si pour k = i, - i  on a la propridtd 

(Qk): Le diffdomorphisme holomorphe ~*(h~) est l 'holonomie de la 

s@aratrice (t = O) d'une I-forme: 

rlk = udt - #(k) t(1 + B~(t, u))du, Bk E m 2 

alors G est rdalisd, it conjugaison analytiqne pros, comme groupe d'ho- 

lonomie projective d'un dldment f~l de E*2,~ formel lement  conjugd it f~. 

De plus les holonomies projectives locales h~ et hl~ des singularitds mo 

et mi de ~(1) (ddsingularisation de 5f~1) sont @ales it ~*(ho) et (o*(hi), 

it eonjugaison analytique commune prks. 

Preuve du lemme 4.7. On utilise la construction de Lins Neto [L] bas~e 

sur le th~or~me de Grauert  classifiant les voisinages tubulaires des sur- 

faces de Riemann compactes h classe de Chern nSgative. Cette construc- 

tion permet  d'obtenir un 6l~Inent ft 1 de A ayant mSme r6solution mini- 

male que ft, admet tan t  la courbe (y2 +x4 = 0) comme unique s@aratrice 

et ayant G comme groupe d'holonomie projective (h conjugaison analy- 

tique pros). D'aprSs le lemme 2.1, gt 1 s'~crit: 

ftl  = f l ( x ,  y)d(y 2 + x 4) + gl(x,  y)(2ydx - xdy) f l ,  gl E 0 2 . 

Vu la r6solution de f t l ,  cette 1-forme est une courbe g6n~ralisSe ([C, 

L,S]) ayant (y2 + x 4 = O) comme unique s~paratriee. Par  suite u(f~) = 1: 

1-jet non nul ([C, L, S]). Ainsi f l  est une unit~ et g] s 'annule en 0, 

puisque ~-(1) poss~de une seule singularit6 sur P1 �9 Par  cons6quent f~l E 
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E~,a. Or par  hypothgse les couples d 'holonomies projectives locales 

~h (1) h(1)~ (h0, hi) et ~ 0 , i ~ sont formellement conjugu6s. 

En  vertu du th~orSme 3.1 les 1-formes f~l et ft sont formellement 

conjugu~es. V] 

Remarque  4.8. Les hpoth~ses (Qk) du lemme 4.7 son v6rifi6es en g6n6ral; 

on dist ingue essentiellement quatre  cas: 

(i) ~(i), ~(-~) ~t ~.  

(ii) #(i), # ( - i )  E Q - .  

(iii) #(i), #(-i) E (IR - Q ) - .  

(iv) #(k) ~ (R - Q)+ (k = i ou bien - i ) .  

Dans les trois premiers cas, les hypotheses (Qk) son 6videmment  

satisfaites: (i) est clair car ~* (hk) est lin6arisable, (ii) d'apr~s Mart inet-  

Ramis  [M, R]2 ou Perez Marco-Yoccoz [PM, Y] et (iii) d'apr~s [PM, 

Y]. 
Dans le dernier cas on dist ingue deux possibilitds: 

Si Hft est non ab~lien, alors il est super  rigide, ainsi f~ est rigide. 

Remarquons  que Qj est v6rifi6e pour  j = / ,  - i .  

Si Hft est ab61ien, (Qk) peut  ne pas ~tre satisfaite dans quelques cas 

(remarque 5.2), cependant  f~ est rigide, en effet: ~(k) est lin~arisable 

(Poincar~) donc hk aussi. Ainsi, puisque #(i) ~ Q et que Hf~ ab61ien, 

ce dernier est lin~arisable. I1 en est de m~me pour  Hf~ 1 d6s que ftl est 

formellement conjugu~e ?~ f~. Ainsi, d'apr~s le th6or~me 3.1, f~ et ftl 

sont ana ly t iquement  conjugu~es. Par  consequent  ft est rigide. 

Corollaire 4.9. Soi t  f~ un  dldraent de E* Alors  ~For s' identif ie d 

(ho, hi) F~ sau f  peut-~tre si #(i) E ~ - Q avec #(i) " #( - i )  < o, auquel cas 

ft est rigide. 

4-1). Classification des syst6mes de g6n6rateurs 
Ce paragraphe  est motiv~ par l 'exemple suivant: on consid~re les deux 

syst~mes de g6n~rateurs ( - x / 1 - x ,  x / 1 - x )  et ( - x ,  x / 1 - x )  de G - t , t  �9 

I1 existe un  unique filament ~ de D tel que ~ * ( - x / 1  - x,  x / 1  - x) = 

( - x ,  x / 1  - x).  I1 est donn6 par  ~(x) = x / (1  + x /2 ) .  

Remarquons  que: ~ o ~(x) = x / 1  + x = (x /1  - x) -1. Soit G u n  sous 
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groupe de D formellement  conjgu6 h G L,: N* (G )  = G_L1.  Les deux 

syst6mes de g~n~rateurs de G: 

- z), 

(fo = ( ~ - 1 ) .  ( -x ) ,  

(~-1)* ( X / 1  - -  X ) ) ,  

f = (~-1)*  ( X / 1  - -  X)) 

sont conjugu6s par un unique ~16ment de 5:  ( N - l )  * (x/(1 + x/2)). Ce 

diff6omorphisme diverge en g6n6ral puisque l'616ment f de D peu t  ne 

pas avoir de racine carrd ( )  tel que f o f = f )  dans D1; en effet: 

La classification analyt ique des 616merits de D formellement  con- 

jugu6s g g = z / 1 - x  est donnde par des invariants qui sont les coefficients 

d 'une  certaine s~rie de Fourier associ(e g 9 ([E], [Ma], IV]): 

n>l  nk l  

Le f a r  que f poss~de une racine carr6 dans D1 pour  la composi t ion se 

t radui t  par  ([Ma], [V]): 

G n = 0  si n r  

La classification analytique de G-l ,1 est donnSe ([C, M]) para  ]es cocy- 

cles de x / 1  - x qui sont 6quivariants par  l 'applicat ion x ~-+ - x ,  ce qui 

se t radui t  par: 

G n = ~ - n  V n E Z * ;  

relation qui est donc diff6rente de celle assurant  l 'existence d 'une  racine 

carr6e de f dans D1 Ainsi G F~ �9 -1,1 ne s'identifie pas g ( - z ,  x / 1  - x) F~ 

Propos i t ion  4.10. Soi t  i f l ,  . . �9 , fp) un syst~me de gdndrateurs d 'un  sous 

groupe G de D. On suppose G non  exceptionnel  et non  f o r m e l l e m e n t  

conjugud ~ u n  groupe Hm&q, 0 . Alors  ( f l , . . .  , fp)FOr s ' identi f ie ~ G F~ 

Remarque .  Les espaces de modules  de deux syst~mes de g5ndrateurs de 

G s'identifient. 

Preuve  de la p ropos i t ion  4.10. Afin d'6tablir  la proposi t ion on va mon- 

t r e r  que si ( ) a , . . .  , L )  est un aurae syst me de g n rateurs (de G) 
formellement conjugu6 g (f l ,  �9 �9 , fp), il lui est homomorph iquemen t  con- 

jugu6. Soit ~ un 616ment de l~ tel que @ ( f i )  = f i ,  i = 1 , . . .  ,p. 
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1 ~r cas: G n'est ni ab61ien ni exceptionnel. Comme G est super rigide 

(th~or~me 4.3), ~} converge. 

2 i~me cas: G est abglien et Fun des f i ,  par exemple f l ,  est g par- 

tie lin~aire non p6riodique. Donc f l  et par suite G, est formellement 

lin6arisable. Ainsi la partie lin6aire d 'un 616ment de G le caract~rise. 

Alors fi = f i ,  i = 1 , . . .  ,p. 

3 i ~ m e  c a s :  G est ab~lien et les fi sont tous p~riodiques. Ici encore G 

est lin~arisable [M, M] et donc ~?i = fi  pour tout  i. 

4 iSme cas:  G est ab~lien, les fi sont g partie lin~aire p~riodique et Fun 

d 'eux est non p5riodique. On a G N II} 1 r {id}. 

Si G n I[}1 est non monogSne, G est super rigide d'aprSs [C, M] et 

converge. Supposons maintenant que G n D1 est monog~ne engendr~ 

par un ~16ment h ayant un module formel exp Xn,A. D'apr~s 4.3a, G 

est formellement conjugu6 g u n  groupe Hra,k,q,;~ (avec kq = n): N * G  = 

Hrn,k,q,X; N C ~ .  On a: 

( N o ~9 o N ) Hrn,k,q,A = Hm,k,q,)~ . 

Posons ~ = N o ~ o ~ - 1 .  Comme exp X~q,x engendre H~,~,q,~ n D1, on 

a n~cessairement: 

@*(exp Xkq&) = exp r , c = 4-1. 

Si a = 1, ~ commute  avec exp Xkq,;~; d'apr~s [C, M] on a: 0 = 

e 2i~rr/kq �9 exp Xkq,;~ avec r ~ Z. Puisque w kq = 1, ~ commute  aussi 

avec a~ exp(m/q)Xkq, ;~ .  Ainsi ~ commute avec tout  dldment de Hrn&q,;~. 

Donc pour i = 1 , . . .  ,p on obtient @ ( f i )  = f i  soit f i  = f i .  

Par  contre s i c  = -1 ,  alors ~ = 0 d'aprSs [C, M], cas exclu par 

hypoth~se. D'oh la proposition. [] 

5.  P r 6 c i s o n s  s u r  l ' e s p a c e  d e s  m o d u l e s  

Dans ce paragraphe on 6tudie H F~ pour ft 61~ment de E~,a, selon ]es 

valeurs de #(i) �9 Ceei afin de pr~ciser f~For. Dans cette 6tude on distingue 
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deux  eas: 

43 

1 -~ Hf~ n'est pas ab~lien 

Th~or~me 5.1. Soit  f~ un 61dment de E* 2,~ non rigide tel que Hf~ ne soit 

pas abdlien. Alors P(i) = P/q,  P A q = 1. De plus, ou bien q est impair 

et hi non pdriodique, ou bien q = 2(2k + 1) et hi pdriodique. 

Pre uve .  C o m m e  ft n 'es t  pas  rigide, Hf~ est excep t ionne l  car  non  abSlien. 

Ainsi #(i) = P/q, p A q  = 1. I1 exis te  @ ~l~ment de D tel  que ~* Hft  = G~,d 

avec (d, cu) E N* x C*, cJ d = - 1 .  

l - a )  q es t  i m p a i r :  Un calcul  s imple m o n t r e  que aJ = e i~r /q  et d = 

(2r + 1)q, r C N. Ndcessa i rement  hi est non  p5riodique.  En  effet on a 

pou r  j = 0, i: 

~* hj = e2i~rtL(J) �9 exp kj X(2r+l)q,O, kj E Z (#(0) = - 1 / 2 ) .  

Si hi est p6riodique,  c o m m e  h~(0) est une  puissance  pai re  de cJ, ki = O. 

Ceci con t red i t  la non  ab~lianit5 de H f t .  Ainsi hi est non  p5riodique,  

donc  rdsonnant .  I1 a un  module  formel  e 2 i ~ r p / q  �9 exp Xkq,O avec k impa i r  

(2r + 1 = ]r 

On a f~For ~ (h0, hi)For = (w, exp v ,For Akq,OJ . P a r  sui te  f~For s ' identif ie  

([C, M]) au sous ensemble  de (exp v ,For Akq,O) form5 des cocycles d 'Ecal le-  

Voronin  (co, e l , .  �9 �9 , e2kq_ l )  6quivar iants  pa r  la r o t a t i o n  x H wx.  

l - b )  q est pair: q = 2q~: Un calcul ~l~mentaire m o n t r e  que w = e i~r/q' , 

d = ( 2 r + l ) q ' ,  r entier.  On a forc6ment  ([Me]) q' impai r  et h~ p6riodique.  

Pa r  sui te  h_~ est n~cessai rement  ([C, M]) rSsonnant  avec un  module  

formel  e 2i~rp(-i) �9 exp X(2r+ l)q,,O . 
~,~ ~For On ob t ien t  f~For = (w, exp A(2r+l)q,,O ) . [] 

2 -~ H~  ab~lien 

Remarque 5.2. No tons  t ou t  d ' a b o r d  que #(i) E I~ si et 

seu lement  # ( - i )  E B. 

Soit m a i n t e n a n t  fl un  61dment de E* 2,~ avec Hf~ ab41ien et #(i) E 

R -  Q. On s ' interesse g la r igiditd de ~ et  Hf~ ainsi q u ' a u  lien en t re  ft F~ 

et H ~  ~~ _= (h0, hi) F~ �9 
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On a f t  F~ ~ (ho, hi) F~ si et seulement les hypoth6ses (Qj) (j = i, - i )  

du lemme 4.7 sont vSrifi6es. Elles le sont lorsque #(i) E B; en effet Hf~ 

est lin6arisable ([Br], [Y]) et il e n e s t  de mSme pour tout  groupe G qui 

lui est formellement conjugu6. 

Lorsque #(0 E ( R -  Q) -]B, H~ n'est pas rigide (voir ci-dessous). Si 

de plus #(i) et #(-i) sont str ictements nfigatifs, alors ft F~ = H~ ~ (4.4) 

et par suite ft n'est pas rigide. Par eontre si #(k) est positif (k = i ou 

bien k = - i )  alors H~ est linfiarisable et 2 rigide (remarque 4.8), par 

consequent f~For ~ (h0, hi)For ~ ~ r .  

Montrons donc que si #(i) E ( R - Q ) - I ~  alors H a  n'est pas rigide: Soit 

A = 2#( 0 . On a A E ( I R - Q ) - B .  On peut supposer que hi(x) = e 2i~t~(i) .x 

et ho(x) = - x  (~ conjugaison analytique commune pr6s). I1 existe un 

615ment f de D non linSarisable ([Y]) qui s'6crit: 

f (x )  = e 2 i ~ .  x ( l + x k ( x ) ) ,  avee k E O1. 

Ce diffgomorphisme est formellement conjugu~ 5 e 2i7r)' �9 id: 

%o -1 o (e 2i7r~ �9 id) o 99 = f,  9 E 1~. 

Consid~rons l%16ment f l  de D d6fini par: 

On a: 

f l (x )  = e iTrx" x(1 + x 2 k(x2)) 1/2 . 

f (x  2) = ( f l (x))  2 . 

On obtient ainsi un 616ment f l  de D non lin6arisable (autrement  f 

le serait: par un simple calcul) et commutant  avec - i d .  Pour tant  les 

deux couples ( - i d ,  f l )  et (h0, hi) sont formelleement conjugu6s. 

Th6or~me 5.3. Soit ft un dldment de E~,a tel que Hft soit abdlien; la 

1-forme f~ est non rigide si et seulement si l'une ou l'autre des deux 

conditions suivantes est satisfaite: 

i) P(O et #(-i) sont irrationncls n@atifs avec #(i) ~ ~ ("bien approchd" 

par les rationncls). 

ii) P(O est rationnel et hi est non pdriodique. 
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Preuve. Si i) et ii) sont non v~rifi6es, ft es~ rigide. On s'en convaint 

facilement. Lorsque i) est v~rifi6e, Hf~ n'est pas rigide (5.2), ft non plus 

vu que ~For - / / F o r  (4.4). La proposition qui suit ach~ve la preuve: 

Proposi t ion 5.6. Soit f~ un dldment de E~,a tel que Hf~ soit abdlien. 

Supposons hi rdsonnant, arvec un module formel e 2iTrp/q exp Xkq,) ~ avec 

p A q = 1. Alors f~For s'identifie au sous ensemble de 

v ~For (e 2i~rp/q exp Akq,/~) 

consitud des cocyeles d'EcaIle-Voronin dquivariants par l'application 

X ~ --X. 

Preuve. Le sous groupe de Hf~ des 515ments tangents ~ l 'indentit6 est 
q~ 

monog~ne, engendr6 par h~ si q est impair (resp. h0 o h i si q = 2q'). 

D'apr~s [C, M] il existe un 61dment N de D tel que N* H~ soit du type 

N* Hf2 : (exp X k q y ,  w exp t Xt~q,~,}, I '  d C, t C C 

avec cJ = e iTr/q (resp. eiTr/q'). C o m m e  wexp tX~q,a, commute  avec 

exp Xkq,a, l 'entier hq est pair. On a: 

N* h0 = - exp t o Xkq,At , t o E C 

-~* hi = e 2i~rp/q exp fi Xkq,)~, , ti E C. 

Par ailleurs (N* h0) 2 = id, donc to = 0. Ainsi s changement de coor- 

donn6es lin~aire pros, on a 

 *Ha = ( - i d ,  e 2iTrp/q exp Xkq ,A~ ,  A = A ' / t i .  
x 1 

Donc 
v ~For f~For ~_ ( _  id, e 2iTrp/q exp nkq,)~) . 

Cet espace de modules s'identifie s l 'ensemble des cocycles d'Eealle- 

Voronin de e 2ivrp/q exp Xkq,; ~ 6quivariants par: x ~-+ - x  ([C, M]). [] 

6. Cas sp4cial 
Dans ce paragraphe, on 4tudie l'espace des modules f~For des 61dments 

f~ de A formellement conjugu6s s une 1-forme f~4,2 avec a = 4, le cas 

c~ = - 4  s'y ramSne par ehangement de coordonn~es. Cette fois encore 
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le feuilletage 3r~ est r6duit apr~s deux 6clatements; cependant  et con- 

t ra i rement  au cas pr6c6dent, on obtient une singularit6 r6duite du type 

(**) qui modifie compl6tement la classification analytique. 

A. Choix d'un bon syst6me de coordonn6es 

Notation. On note E~* 4 l 'ensemble des ~ de A formellement conjugu6s 

une l-forme f~4,2. 

Soit ft un tel 616ment, on peut supposer qu'il a la m6me r6solution 7r 

que f~44'2 . Ainsi il se d6singularise apr~s deux 6clatements et fi~ poss~de 

deux singularit6s too, m_1 toutes sur P2, avec P1 • P2 = {too}. Ces 

deux singularit6s sont r6duites du type (*) et (**) respectivement. Pour 

m_ 1 la valeur propre nulle est dans la direction I)2- Ainsi f- poss~de 

une s6paratrice ]isse transverse ~t P2 �9 Par suite ft admet une s6paratrice 

lisse, d'6quation (y = 0) dans un bon syst6me de coordonn6es. 

La classification analytique des 616ments de A ayant une singularit6 

du type (**) a 6t6 faite par Marinet-Ramis dans [M, R]I pour un type 

formel donn6. L'honolomie de la vari6t6 invariante correspondant g la 

valeur propre non nulle classifie ana]ytiquement. Afin d'appliquer les 

r6sultats de [M, R]I au calcul de f~For on a besoin, comme dans le cas 

pr6c6dent, d'avoir une "fibration" de base P2, transverse g fi- en dehors 

de P1 et de la s6paratrice qui en sont des fbres sp6ciales; ceci afin de 

pouvoir "pousser" les conjugaisons. 

Proposition 6.A.1. Soit ft un dIdment de E~,*4 , de sdparatrice la courbe 

(y = 0). Modulo un changement de coordonndes analytique ft s'dcrit: 

(I1) 12 = ydy  + (2x + by + g)(2ydx - xdy)  b ~ C, g e m  2. 

Remarque. Pris ous cette forme, un 6]6ment ft de E~,* 4 est trasnverse g 

f~O = -2ydx + xdy en dehors de la s6paratrice (y = 0). Par cons6quent, 

est transverse g la "fibration" de Hopf g6n6ralis6e donn6e par ~ (w 

en dehors des s6paratrices (v = 0) et P1, o/1 v = 1/u. 

Preuve. Comme dans le lemme 2.1 on abouti t  h l '6criture 

a = (y + r  + r  - zdy)  r E m2,  ~1 E m22 . 
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En appliquant g y + r les th6or~mes des fonctions implicites et de div- 

sion, puis en utilisant le type de r6solution de f~ on obtient une ~criture 

du type: 

ft = (y + x 3 g(x))dy + r  - xdy)  

e E O1, r E m2,  r  r 0. 

Un calcul simple (voir [Me]) nous permet  d'6noncer le lemme: 

L e m m e  6.A.2. Il existe un dldment g2 de O1 tel que si l'on pose 

~ 1  = ( 2 y d x  - x d y )  + x 2 g2(z)dy, 

aIors les I - formes f~ et f~l sont transverses en dehors de la courbe C : 

(y  = o). 

Remarquons que les courbes (y = 0) et (x = 0) sont deux s@aratrices 

de f~l. D'aprSs Briot et Bouquet, ft I e s t  ]ingarisable. Dans de bonnes 

cooronnSes C et f~l s'Scrivent: Y = 0 et f~l  = 2 Y d X  - X d Y .  Comme 

et f~l sont transverses endehors de C, f~ s%crit (g unit6 pros): 

Y d X + ( a X + b Y - r  r  EC* x C .  

Quit te h eonjuguer par une homothStie, on peut  supposer que a = 2. [] 

Dans route la suite nous travaillerons dans les coordonn6es oh les 

~16ments de E~,* 4 sont du type (II) ei-dessus. 

AprSs deux 6clatements, y = t x  et x = tu, d'une telle 1-forme f~ on 

obtient un feuil]etage singulier ~- d~fini dans les carts (t, u) et (x, v), oh 

t = xv ,  par les 1-formes: 

~(o) = 2udt + t ( l  + Uf l )du ,  f l  C 02 

~(oo) = 2v2 dx - 2x(1 - v /2  + x f2)dv ,  f2 E 02 

et de singularit6s m0 et moo (rigA), la 1-forme ~(0) est du type (*) et 

2--~0(fi-, P2) = -1 /2 .  Par eontre ~(~) est du type (**) avee une multi- 

plict6 d' intersection 5gale s 2; la droite (v = 0) est la variSt5 invariante 

associ~e g sa valeurs propre non nulle. I1 existe une 5eriture adequate 

de ~ (~ ) :  
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U 

Fig. 4 

Lemme 6.A.3. Il existe q~, un changement  de coordonndes analytique 

local, en moo, fibrd, (v, x) = q~(V, X )  = (If, X g(X))  avec g(O) = 1, tel que 

l ' on air 

�9 * 5(oo) = V 2 d X  - X(1 + V f4)dV, f4 E 02.  (6.A.4) 

Preuve. La forme ~(~) s'6erit: 

~(~)  = v 2 dx - x ( 1 -  (1/2)v + x f3)dv ,  f3 E 02  . 

~,~7,(~),too j = V 2 d X  - X g ( X ) ( 1  - ~ V  + X g ( X ) f 3 ( X .  g(X) ,  V ) ) d V  " 
(~(x) + x t ,(x))  

La relation (6.A.4) s'~crit: 

g(X)(1 + X g ( X ) .  f a ( X  g(X) ,  0)) = g(X)  § X g ' (X) .  

Soit 

e ' ( x )  - e 2 ( x ) ,  f a ( X .  e ( x ) ,  o) = o. 

Equation qui admet une unique solution analytique g qui vaut 1 en 0. [] 

B. Rappels sur la classification des 1-formes r~duites (**) d'apr6s 

Martinet-Ramis [M,R] 1 

On d6signe par Ep (p > 1) l'ensemble des ~16ments de A %duits du 

type (**), de multipliei% d'interseetion p + 1. D'aprhs Dulae [D], un tel 

~l~ment est conjugu6 ~ une 1-forme r]: 

r; = x p+I dy - (y + x A ) d x  A E 0 2 .  (6.B.1) 
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On note Ep l 'ensemble des 1-formes de Ep du type (6.B.I) et G0 le 
groupe des ~Idments de ~11~(C 2, 0): 

(x'Y) ~-+ ( x ' ~ y  + ~-~"f~(y) " 13 E C*. 

Les fonctions f~ 6tant holomorphes sur un m~me disque centr5 en 0. 

Int6ressons nous au cas p = 1 (ce qui correspond h notre situation). 

Soit G0 = G0 N Diff(C 2, 0). 

Proposition 6.B.2. Deux dldments de E~ holomorphiquement conjuguds 

sont Go - conjuguds, donc le sont par un diffdomorphisme fibrg, 

r y) = (x, y)), o2. 

Proposition 6.B.3. Tout dIdment de E~ se famine via GO d u n e  unique 

1-forme 

~2p,~ = x p+I dy - y(1 + AxP)dx, A E C. 

L'espace des modules E l / D i f f ( C 2 , 0 )  s'identifie par une bijection 

canonique R g C x C x D1 quotient6 par Faction de C* d~finie par: 

9" (a , t ,e)  = (~,gt ,  g e g - 1 ) .  

s i r  7 est un 515ment de E1,  la premiere composante de sa ctasse dans 

C x C • D1 est le hombre A de la forme f~p,a (6.B.3) correspondante.  

La nullit~ de la deuxi~me composante signifie que r] poss~de une vari~t~ 

centrale C. On a alors 2-0(bey, C) = A. 

C. Classification et calcul de l'espace des modules 

Soit ~t un 616ment de E~,* 4 . On note h0 et h~  les holonomies projectives 

locales en m 0 et m ~ ,  de la deuille L; = P2 - {too, m ~ }  de ~', calcul6es 

sur une transversale (u = uo). On a h~  = ho 1 et si HO est le groupe 

d'holonomie projective alors H~ = (ho}. On a encore h a = id. 
N 

Th6or~me 6.C.1. Soit f~j (j = 1, 2) un dldment de E~,* 4 et f~j(~) le germe 

de 1-forme ddfinissant ~ j  en m ~  . Alors ~t 1 et ~2 sont holomorphique- 
ment conjuguds si ~1(~) et ~2(~) le sont. 
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Remarque  6.C.2. Comme dans [C, M], en raisonnant  sur les k-jet on aura  

le m~me %sultat  en remplagant  conjugaison analytique par conjugaison 

formelle. 

Preuve de 6.C.1. L'implicat ion "les f~j conjuguds ~ les ~j(~) aussi" 

est imm5diate.  Pour  l 'autre  sens: supposons 51(~) et 52(00 ) holomor- 

phiquement  conjugu4s. 

D'apr~s le lemme 6.A.3 il existe deux diff4omorphismes fib%s 
�9 ~ = v 2 e)j: ~ j (v ,  x) = (v, f j ( v ,  x)) ,  tels que ~j f~j(oo) dx  - x(1 + v �9 gy)dv 

avec gj E 0 2 .  

" 5  Ces deux 1-formes (I)j j(oc) sont conjugu6es. Or elles appar t iennent  

g E~; ainsi elles sont eonjugu6es par un  diffdomorphisme fibr6 (6.B.2). 

I1 s 'en suit que ~1(~) et 52(~) sont conjugu6s par un 616ment fibr6 

de Diff(C2,0):~(v,x) = ( v , g ( x , v ) )  , g E 0 2 .  La restriction ~ de ~5 

une transversale (v = vo) conjugue h~  ) et hE  ) done Hf~ 1 et H a 2 .  On 

"pousse", eomme au th~or~me 3.1, �9 au voisinage de P1 et P2 en une 

eonjugaison entre et Par  condquent f~l et sont conjugu6s. [] 

Soit f~ dans E~* 4 . Alors ~(~) appar t ient  h E1 et poss~de s comme 

vari6t6 centrale avec Ira0 (~-, L;) = - 1 / 2 .  On note: 

\cent &n ~- ( -For et a une varidt~ centrale} / 

Cet espace de modules  s'identifie par R g { - 1 / 2 }  x {0} • D1/C* donc 

Proposition 6.C.3. Soient  @ un dldment de E1 de classe analytique dans 

_R-1({--1/2} • {0} • D1/C*) et f~ une 1-forme de E** II existe ~1 2,4" 
f o rme l l e me n t  conjugud g f~ tel que 51(~) = @ (~ conjugaison analytique 

pros). 

Preuve. La 1-forme O s'6crit ?~ conjugaison analytique pros: 

Q) = v 2 dx  - x(1 - v /2  + v . 9)dv,  g E m2.  

L 'holonomie de la varid% centrale (x = 0) est conjugu6e g - i d c .  En 

adap tan t  la construct ion de A. Lins Neto [L] s notre cas, on obtient  un 

~15ment f~l de A, qui a la m6me %solution que f~, poss~de (y = 0) comme 

s@aratr ice e t a  la propri6t6 qui suit: le feuilletage -~1 (%solution de f~l) 
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poss~de deux singularit6s m0: (t = 0, u = 0) et m~:  (x = 0, v = 0), telles 

que h0 = - id et ~1(~) = {3, g eonjugaison analytique prSs. Pour arriver 

~1 formellement conjugu6 g f~, on a besoin de construire une fibration 

"singuli~re" transverse (2ydx - xdy  = 0). 

Puisque la 1-forme f~l possO.de (y = 0) comme s@aratrice, on a: 

f~l = f t  dy + f2 " (2ydx - xdy)  avec f j  E 0 2 .  

On salt que ~1(~o) est rSduite du type (**), de multiplicit~ d'inter- 

section 2 et admet  P2 comme vari6t6 centrale. Ceci nous permet de 

calculer u(f~l) par une formule de Camacho-Lins-Sad [Ca, L, S] qu'on 

rappelle ici: 

Rappel [Ca, L, S]. Soient r? un 616ment de Ae t  C: (y = 0) une s6paratrice 

de r/. On a: 

rl = (x r~ g(x) + y • f ) d y  + y x g • dx 

h E N * ,  g E O 1 ;  f ,  g f f 0 2 ,  g(0) ~ 0 .  

On note #77(0, C) l 'invariant analytique n. Si 0 est une singularit6 du 

type (*) (resp. (**) de multiplicit4 d'intersection p et de vari6t~ centrale 

C) alors >7~(0, C) = 1 (resp. p). Soit co un 614ment de A tel que dans 

sa rdsolution on n 'a  pas de composante dicritique, les coins ne sont pas 

4clat6s et sont du type (*). Alors on a 

I 

off ~ est la r6solution de co, S le lieu singulier, D l e  diviseur excep- 

tionnel (on a ~ C D) et 

I = {(q, P)  / e D, q et q n'est pas un coin}. 

Ainsi u(~l)  + 1 = #yl (m~,  P'2) = 2. Or P1 est non dicritique et contient 

une seule singularitd; alors f2 est dans m2 et f l  = Y + ~(x, y) avec 

~lSment de m 2 . D'apr~s 6.A.1, ~1 s'Scrit g conjugaison pros: 

f~l = ydy  + (2x + bly + r  - xdy)  bl E C, ~1 C m 2. 

Comme ~1(oo) et ~(~) sont formellement conjugu6s, f~l et f~ le sont aussi 

d'apr~s 6.C.2. [] 
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Conclusion 6.C.4. Si f~ est dane E** l'espace de modules ~For s'identifie 2,4~ 
/ - F o r  ~ cent 
[ % 0 o ) )  . Donc 

Remarquons que dane ce cas (ft E ~274) l 'holonomie projective Hf~ 
ne porte plus d'information sur la classe de ft dane  ft F~ vu que le type 

analytique de H~ est constant. Par contre l 'holonomie de la s6paratrice 

classifie: 

Th6or6me 6.C.5. Soient f~l , ft2 deux dldments de E~* 4 et h (1), h (2) lee 

holonomies de leur sdparatrice commune C: (y = 0). Alors ftl et f~2 sont 

analytiquement eonjuguds si et seulement si h(1) et h (2) le sont. 

Preuve. Soit ~'j le feuilletage singulier obtenu apr~s r6solution de ftj ; il 

est ddfini en rn~ par une l-forme ~j(oo) �9 Notons h(J) l 'holonomie de la 

transformde stricte de C, comme sdparatrice de ~ ) .  Lee l-formes ft 1 

et ft 2 sont conjugu6es si et seulement si ~l(oo) et f~2(~) le sont (6.C.1). 

Ce qui signifie d'aprSs Martinet-Ramie [M, R]I que/~(1) et ~(2) le sont, 

ou encore h (1) et h (2) analytiquement conjugu6s. [] 
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