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Classification Analytique
D’équations Différentielles ydy +--.= 0 et
Espace de Modules

R. Meziani

Abstract. In this paper we study the analytic classification of class of diffferential
equations Q = ydy + ... = 0 in (C?,0). We prove that “generically” they are rigid.
We also give the moduli spaces in special cases.

Résumé. Dans ce travail, on s’'intéresse & la classification analytique de certains
types d’équations différentielles de ((CQ,O) de la forme Q = ydy + ... = 0. Cette
classification est en général donnée par celle de I’holonomie projective apparaissant
dans la résolution de 2. Dans un cas spécial la classification est donnée par celles de
I’holonomie associée 4 Punique séparatrice de 2. On précise 'espace de modules et
on prouve la rigidité générique de Q.

0. Introduction

1. Terminologie et notations
Soit 2 une 1-forme holomorphe sur une variété complexe M de dimen-
sion deux. Elle définit un feuilletage holomorphe Fq de codimension un
sur le complémentaire de son lieu singulier S(Q2) = {m € M | Q(m) = 0}.
Le couple Fq = (Fq, S(Q)) est appelé feuilletage singulier de M; si U
est une unité, Fn = Fyq . Par abus de langage on confondra F¢ et Fq.
Soient O, 'anneau des germes en 0 € C™ de fonctions holomorphes,
m,, son idéal maximal, Oy, et 1y, les complétés formels respectifs, On
note A I'ensemble des germes en 0 € C? de 1-formes holomorphes 2
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24 R. MEZIANI

singularité isolée en 0 et Diﬂ?((C2,0) (resp. ]51?%(@2,0)) le groupe des
germes de difféomorphismes holomorphes (resp. formels) @ de (C2,0),
tels que ®(0) = 0. Deux éléments Q1 et Qo de A, ou encore Fa, et Fq,
sont holomorphiquement (resp. formellement) conjugués, s’il existe un
élément ® de Diff(C2,0) (resp. Diff(C2,0)) tel que &*(2;) A Q9 = 0. Un
germe de courbe analytique (f = 0) est dit séparatrice de Q0 € A, g'il
existe une 2-forme holomorphe 7 telle que Q A df = f - n. Un élément g
de mjy est dit intégrale premiére de 2 (ou Fq) si Q@ Adg = 0.

Soit D (resp. ]13)) le groupe des germes d’automorphismes holomor-
phes (resp. formels) de (C,0) fixant lorigine. Deux sous groupes H;
et Hy de D sont holomorphiquement (resp. formellement) conjugués
8'll existe un élément ¢ de D (resp. ﬁ) tel que ¢*H; = Hy avec
o*Hy = {ptohop|he Hy}. Onnote H ant Hy (resp. Hj £ Hy).
On désigne par H f " ensemble quotient { Ha|Hy £ Hy}/ a{y}‘ On dit
que Hj est rigide si H f O est trivial. De la méme fagon si Q € A on note

i
ofor = {0 € AjJoy £ 0}/ =

lorsqu’il est trivial on dit que 2 est rigide.

Deux p-uplets (f1, fo,..., fp) et (91,92,...,9p) de DP sont analy-
tiquement (resp. formellement) conjugués §’il existe ¢ € D (resp. ]ﬁ)) tel
que ©*(f;) =g, pour s =1,...,p; on note (fq,... ,fp)FOr P’ensemble:

{1 00) EDUg1, 1000 & (1, T} 2

On a une surjection naturelle de (fy,..., fq)FOr sur GFr on
G = (f1,..., fp): le groupe engendré. Sauf cas particuliers (vois §4b)
que l'on explicitera (voir 4.10), ces deux espaces de modules s’identifient.

Dans la suite on confondra germe en un point et représentant sur un
voisinage de ce point; les 1-formes utilisées seront toujours considérées

a multiplication par unité pres.

2. Résultats
Soit @ = adz + bdy un élément de A, dégénéré de 1-jet non nul, dégénéré
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CLASSIFICATION ANALYTIQUE D'EQUATIONS DIFFERENTIELLES 25
au sens ou la partie linéaire du champ dual
Xq=b0/0r —ad/dy

est nilpotente. A un changement de coordonnées linéaire pres, le 1-jet
de Q s’écrit ydy. On sait alors (T]) que © est formellement conjugué a
une 1-forme du type:

QP = d(y? + ) + 2P (e + V(x))dy

ol aeC,Vem; n>3 p>2

On dit alors que @ € [Q2P]. Le nombre entier n est un invariant
(n — 1 est le nombre de Milnor de la singularité), 'entier p I’est lorsque
n 2> 2p.

On s'intéresse & QFT. Dans le cas n < 2p, Q a la. méme résolution
que d(y? + z™) et est en général rigide [C, M]: D. Cerveau et R. Moussu
ont appliqué leur classification analytique de sous groupes de D au
groupe d’holonomie projective ([M, M]) de @ pour en déduire QF°T,
Dans le cas n = 2p, le nombre « apparait explicitement dans la classi-
fication et méme dans la résolution de Q; on souligne qu’il devient un
invariant au signe prés (remarquons que changer x en §z avec P = —1
permet de changer o en —a).

On se propose de faire la classification lorsque n = 2p. Une des
conséquences de notre étude est que 1’on a:

“Génériquement sur «, les éléments 2 de [QP] sont rigides”.
Plus précisement, on distingue deux cas:

Qe , © Qe avec a ¢ {£2(v/F +1/vr)/r €]0,1]NQ}
Qexy, & el oune R,
Premier cas: ) € E;‘L/’a

Soit F le feuilletage singulier obtenu aprés résolution (n' éclatements)
d’un élément Q de %, . On obtient le schéma de résolution suivant

(fig. 1):
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C;

Fig. 1

ou le diviseur exceptionnel apparait comme une chalne linéaire de n’
droites projectives Py, d’intersections my:k =0,... ,n — 2 (fig. 1). Le
feuilletage F posséde les P; comme séparatrices, ainsi que deux autres
C; et C_; qui sont transverses au diviseur exceptionnel et coupent P
en m; et m_; respectivement. Les my:k = 0,...,n" — 2, i, —i sont
les singularités de F. Les indices de Camacho-Sad [Ca, S] aux trois

singularités sur P,/ sont

p) = —(n' —1)/n,
B = ~1/n'(1—ag/ar) t,
By =—1/n'(1—a1/a)™

ol @z, aq sont les racines du trinéme 1+ (o/2)u + u?.

Remarquons que B0y T M) T ) = 1

On désigne par Hq le groupe d’holonomie projective de £ = Py ~
{mg,mi,m_;} . 1l est engendré par hg et h;: les holonomies projectives
locales de £ en mqg et m;. On a:

Théoreme 3.1. Soit Q; (j = 1,2) un élément de %y, , el h(()j) (resp.
hgj)) Uholonomie projective locale de ]N-'J (résolution de Fq ) au point
mq (resp. m;) de Pp. Alors Q1 et Qo sont holomorphiqueinent (resp.
formellement) conjugués si et seulement si les systemes de générateurs

(h$Y By et (b 1Py de Hg, et Ho, le sont.

Soit A un nombre irrationnel; on dit que A € B §’il vérifie la condition
de Brjuno ([Br], [Y]) qui assure la linéarisabilité des difféomorphismes
hiz) = X 4L
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CLASSIFICATION ANALYTIQUE D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES 27

L’espace des modules QF°T est décrit par:

Théoréme 4.4. Soit Q un élément de Xy, .
i) Si Iy est irrationnel et (=) " () <0, alors Q est rigide.
ii) Lorsque Kz est un nombre complere non irrationnel ou H(a) rra-

tionnel avec H(=s) " () > 0, on obtient:
QFor = (hy, hi)For‘
St de plus Ho NIy nest pas monogene, alors:
QFor = Hgor'

N.B.: Un groupe est dit monogene s’il est engendré par un seul
¢lément et est non trivial.

Ce théoreme ramene 'étude de QFT 3 celle de 1'espace des modules
pour des groupes ou plus précisément des couples d’éléments de . En
utilisant la classification analytique des sous groupes de I ([C, M]), on

a des précisions sur QFF suivant les valeurs de H(;) et la nature de Hg:
Hq non abélien et H NID] monogene:
on a i) rationnel
QFOI‘ = (hy, hi)For
(2 non rigide
Hq abélien et Hp N D1 monogeéne:
on a fu;) rationnel
For — (ho, hi)For
Q rigide & h; périodique
H¢q non abélien et Hp MDD non monogéne:
For — rrlkor
Q rigide
Hq abélien et Hg M D1 non monogeéne:
si pa(s) € B ou Ji(;) on irrationnel
For —— gk
Q or = HQOI'
2 rigide

sipug) € (R—Q) =B et pgy - p_gy >0
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For — zyF
Q or = HQOI‘
Q non rigide

sipg) € R—Q) — B et gy - py_y) <0
QFor % Hslfz‘or = (hO, hi)For
Q rigide

Corollaire 4.6. Génériquement sur «, un élément Q de [Qc%"'*"l] est

rigide.
Deuxiéme cas: Q€ X7 ,.

My-2 132 B’ P,
A

Fig. 2

Cette fois encore, Q se désingularise aprés n’ éclatements. Mais les deux
séparatrices transverses au diviseur exceptionnel viennent collapser pour
n’en former plus qu’une. Ceci donne naissance & une singularité réduite
My avec l-jet du type ydx. Dans ce cas I'holonomie projective ne
donne essentiellement plus de renseignements car elle est finie; curieuse-
ment, I’holonomie de la séparatrice transverse au diviseur porte toute

l'information, conformément & une conjecture de R. Thom selon laque-
lle:

“Une 1-forme de A ayant un nombre fini de séparatrices est déter-
minée par la donnée des séparatrices et de leurs holonomies”.

Cette conjecture n’est pas vraie en général [M].

Théoréme 6.C.5. Soient Q; (j = 1,2) deuz éléments de 77, et h;
I’holonomie de leur séparatrice. Alors Q1 et Qo sont holomorphique-
ment (resp. formellement) conjugués si et seulement si hy et hy le sont.

Pour calculer Pespace des modules QF°T, on utilise la classification
analytique des 1-formes & 1-jet du type ydz, d’aprées Martinet-Ramis
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IM,R];. On montre alors que QFr g'identifie & D] quotienté par les
conjugaisons homothétiques de (C, 0).
Dans les deux cas (2 € ¥,

fication de Q & celle d’une holonomie, on est ramené a “pousser” des

aoufle 27*;74), pour réduire la classi-
difféomorphismes locaux “en haut” (apres résolution), par la méthode
de relévement de chemins. On prolonge ensuite en utilisant le théoréme
clé 1.1 de conjugaison locale fibrée (qui est un raffinement d'un résultat
de R. Moussu (1.4)). Ceci nécessitera la construction d’une fibration
“singuliere” transverse au projectif P, de la résolution de ©, telle que
les (ou la) séparatrices transverses au diviseur en soient des fibres. Mis
& part quelques détails techniques, ’étude et les résultats dans le cas
n' = 2 sont les mémes que dans le cas général. Aussi on traitera ici le

cas i’ = 2.

1. Conjugaisons fibrées et holonomie

Définitions. Un élément Q de A est dit réduit ([C, Ma]) si les valeurs

propres A; et Ag de X (un champ dual) vérifient ’'une des conditions:
AL- A2 # 0 A/A2 € Q4 (*)
A1=0, X #0. (**)

On dit qu’un difféomorphisme (¢1, ) de Diff(CQ,O) est fibré en x si

p1(z,y) = .

Théoreme 1.1. Soit Q; (j =1,2) un élément de A réduit du type (*) tel

que

Qj =ydr — pz(l+ Ci(z,y))dy, Cj€my, peC-—-Qy4.

On note h; l’holonomie de la séparatrice (y = 0) de Q;, calculée sur
une transversale X: (x = xg). Alors Q1 et Qo sont holomorhiquement
conjugés si et seulement si hy et ha le sont. De plus si @ est une con-
Jjugaison entre les deux holonomies, ©: % — %, ©*(h1) = hg, il existe un
unique élément © de Diff(C2,0) fibré en z, tel que

"M AQ=0 et bz =
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30 R. MEZIANI

Remarque 1.2. Si les 1-formes ©Q; sont conjuguées, leurs holonomies
aussi, cecl est bien connu.

La preuve du théoreme est conséquence des énoncés 1.3 et 1.8 qui
suivent.

La proposition 1.3 améliore un résultat de R. Moussu [Mo] et Mattei-
Moussu [M, M].

Proposition 1.3. On considére deur éléments Q; de A tels que
Qj =ydr — px(1 + Aj(z,y))dy, Aj€my, peRl.

Soit h; ’holonomie de la séparatrice (y = 0) de Q;, calculée sur une
transversale ¥: (x = zg). Si ho est conjgué a hy par un difféomorphisme
@ de X:p*(h1) = ho, il existe ® élément de Diﬁ((C2,O) unique, fibré en
x tel que

P'(Q)AQ=0 et Py =

Remarque 1.4. R. Moussu [Mo] (voir assi [M, R|3) a énoncé la proposi-
tion 1.3 dans le cas spécial:

Qj =ydz — pz(l + zy Cj(z,y))dy, C; €02, peR

et ce type de “forme normale” semble essentiel dans sa démonstration.
Preuve de la proposition 1.3. Soit Q; comme dans I'énoncé. D’apres

[Ca, K, P] et [M, M], Q; est conjugué a une 1-forme

Qo,j = ydr — px(l + zy B;(z,y))dy, B; € O2.

Lemme 1.5. Il existe un élément &g ; de Diff(C2,0) fibré en z tel que
(I)a,j(Qj) A Qg = 0.

Le lemme 1.5 ramene la proposition 1.3 a I’énoncé 1.4 de Moussu.
Preuve du lemme 1.5. Soit &; élément de Diff(C?,0) tel que 5(25) A
Qp; = 0. Comme y € R, les axes sont les seules séparatrices lisses de
Q. On peut supposer que ®; s’écrit:

®j(z,y) = (z(a; + b1 (=, ¥)), y(bj + hoj(2,y))) a;,b; € C;
hij:ho,; € my.
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Quitte & conjuguer Qq ; par Fj ot Fj(z,y) = ((1/a;)z, y) on peut prendre
aj = 1. On va construire ®( ; en composant ®; & droite par un élément
bien chosi du groupe & un parametre associé a un champ dual X; de Q; .
Soit fzj un élément de my tel que

exp(h;) = 1+ hq; et X; le champ dual de §2; donné par:
Xj=/wy( +g;(z,y))0/0y +z0/0x, gj € my
avec 1+g; = (1+ Aj)_1 . Soit ¥+ le groupe a un parametre de X;. On
a:
wj,t(xay) = ((eXp t){E,yU(t,CE,y))l Ue 03; U(tv 070) 7é 0.

Ce difféomorphisme conserve le feuilletage .7-"Qj feuille par feuille.
Remarquons que si ¢;: (x,t) — t;(x,y) est un élément de my aors 1/)j7tj
est dans Diff (C2, 0). De plus Q,Z)j,tj (L) = L pour toute feuille £ de fQj et
par suite 17[);,15]-(9]') ALy =0.

Soit t; = —ﬁj ° <I>;1 ; le difféomorphisme &g ; = @ﬁj,tj o®; convient. O
Proposition 1.6. Soit Q = ydz —pz(1+ A(z,y))dy avec p € C* et A € my

une 1-forme linéarisable. Alors Q est conjugué a sa partie linéaire par

un difféomorphisme fibré en x.

Remarque 1.7. La condition de linéarisabilité est automatique lorsque
w est élément de R*. ou C —R.

Preuve de la proposition 1.6. La 1-forme ydz — paxdy possede l'intégrale
premiere zy #; lautre forme, 2, a une intégrale premiére du type
2y H(1+V)avecV élément demo. Onal+V =exp H avec H € my.
Le difféomorphisme donné par

®(z,y) = (z,y exp(—H(z,y)/1))

convient. U

Corollaire 1.8. Considérons deux éléments Q; de A:
Qy =ydr — pr(l+ Aj(z,y))dy, Ajemy, pe R -Qp)U(C-R)

et soit h; [’holonomie de la séparatrice (y = 0) de Q; calculée sur une
transversale X: (x = zq). Supposons ho conjugué & h1 par un élément
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de D, ¢*(h1) = hy. Alors il existe un unique élément ® de Diff(C2,0),
Jibré en x tel que (1) A Qo =0 et oz = .

Ce corollaire résulte de la remarque 1.7 et du fait que les seuls
éléments de D commutant avec y — €24y sont les homothéties, lorsque
i n’est pas rationnel.

2. “Formes normales”

Un élément © de [25?] a la méme résolution que Q22 (Parbre de résolu-
tion, les singularités de I’éclaté divisé ainsi que ses 1-jets en ces points,
sont identiques), quitte & conjuguer £ par un élément de Diff(Cz,O).
Cette résolution est la composée de deux éclatements:

Le diviseur exceptionnel D9 est une chaine de deux droites projectives
Py et Py qui se coupent transversalement au point mg = P N Py . Les
éclatés divisés de Qi’z ont pour singularités ce point mg et deux autres
Ma, (1= 1,2) éventuellement confondues, de coordonnées (0, c;) dans la
carte (f,u) ol @y et ap sont les zéros du trinéme 1 + (a/2)u + u?. Les

points mq, et Mg, sont distincts si a # 4.

Fig. 3

Soient 022 Iéclaté de Q52 dans la carte (£, u) et ot ’( ®) le germe de
5242enmk k=0, a1, ay.
Supposons « # £4. Les rapports des valeurs propres du 1-jet des
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64,2

o (k) sont respectivement:

-1
By =—1/2, ) =—1/200 —ag/o1) ",
-1
I(ay) = —1/2(1 — a1 /ag)
Ainsi la singularité mqg est réduite du type (*); les deux autres sont

réduites (et alors du type (*)) lorsque 1 — ap/aj et 1 — a1 /a9 ne sont
pas dans Q* , c’est-a-dire si ’on a la propriété:

“a ¢ {£2(v/T +1/+/T), 7€ QNJ0, 1]} 7.
On dit alors que 2 € 35 , (en particulier o # =4).

Lemme 2.1. Soit Q un élément de X5 . Il existe un systéme de coor-

données analytiques ou 2, 4 unité pres, a une écriture du type
0% = d(y2 + 3:4) + (az + by + 9)2ydx — zdy) a,beC; g¢€ m%.

Preuve. Compte tenu de Iécriture de 5 Q en Moy et May ; I’équation
Q = 0 possede en ces points des séparatrices lisses Ca et C’a tangentes
aux droites (v = «1) et (u = a9) respectivement. Leurs images par
7. Cy, et Cq, sont des germes en 0 € C? de courbes analytiques lisses
tangentes & 'ordre 1 & 'axe (y = 0). On peut chosir les coordonnées
initiales (z,y) telles que 'on ait Cy, = (y—ixQ =0)et Cy, = (y+iz? = 0).
Comme la courbe (y2 + 2% = 0) est finalement une séparatrice commune
de Q et Qg = zdy — 2ydz, suivant Cerveau-Moussu [C, M] on a:

O = frdy® + z4) + fo2yde — zdy), fi € Oy.

Puisque j! 0 est équivalent & ydy, fi est une unité et fo € my. On
peut supposer fi = 1. O

Considérons un représentant holomorphe noté encore 2 sur un voisi-
nage ouvert U de 0 € C? tel que 0 soit la seule singularité. I’équation
Q = 0 définit un feuilletage non singulier, sur U — {0}. Son image
réciproque par 7 s’étend en un feuilletage singulier F de U = N U) &
singularités my (k = 0,7, —%) de coordonnées (0, k) dans la carte (¢, u). Le

rapport des valeurs propres en my est (r) = I (j-" , P»), ce dernier étant

— k
I'indice de F relativement & P au point my [Ca, S]. On a oy = —1/2
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et pgyy = (ak — 2)/8 pour k = i, —i (le nombre a étant celui du lemme
2.1).

On rappelle que si n = Adz+ B dy est un élément de A ayant C: (y =
0) comme séparatrice, I'indice de Camacho-Sad de F;, en 0 relativement

a C est ([Ca, S]):
To(Fy, ©) = —Res 0/0y(A/ B)(z,0)).

Sin =y + Ag)dx — z(A + Ap)dy avec A; € mg et A1 # 0, alors
To(Fp, C) = Mg/ A1 .

Remarquons qu'un élément Q de X3 , écrit sous la forme Q% est
transverse & Qg = —2ydz + zdy en dehors de la séparatrice (y2 +azt = 0).
Par conséquent F est transverse a la “fibration” de Hopf généralisée de
Py — donnée par F° — en dehors des séparatrices (u=1), (u=—1i) et Pp,
ol FU est le feuilletage obtenu aprés résolution de Qg . Dans la carte
(t,u) (resp. (z,v) ot v = 1/u) il est donné par les niveaux de u (resp.
v), dans la carte (t',y) fig. 3ilay-t’ 2 comme intégrale premidre.

Considérons un élément Q% de A. Les singularités m; et m_; sont
réduites si et seulement si a € (C—Qi)U(QN[—2,2])i. Lorsque a = £21,
I'une des singularités m; ou m_; est du type (**) avec une valeur propre
non nulle, associée & la direction propre Po; ce qui est “mauvais” si
on veut des conjugaisons fibrées suivant la fibration de Hopf de P;.
En fait si a = £2¢, on n’est plus dans le cas n = 2p (c’est a dire le
notre) mais plutot dans le cas n > 2p. Finalement un élément Q de I3
a une écriture du type Q* dans un bon systeme de coordonnées avec
a € (C— Qi) U (@Qn]—2,2])i.

Dans toute la suite nous travaillerons dans les coordonnées ou les
éléments de X5 o S'écrivent sous la forme Q°.

3. Classification des éléments (2 de ©% | via ’holonomie projective
Dans toute la suite £ désigne la feuille Py — {mg, m;, m_;} de F et ﬁ(k)

“la” forme définissant le germe de F en my.
On note u le point de coordonnées (0,u) dans la carte (¢,u). La
représentation d’holonomie projective Hq est la représentation d’holo-
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nomie de £ sur une transversale (u = ug):
Hq:m1 (L, ug) — DifF(C, 0).

Son image Hq est le groupe d’holonomie projective de . Le difféo-
morphisme d’holonomie projective locale hy de la singularité my est
Pélément Hq(vk) ol v € w1(L, ug) est un lacet d’indice 6]]-“ (symbole
de Kronecker) par rappoprt a m; (j,k € {0,7,—i}). Le groupe Hg est
engendré par hg et h; .

Théoreme 3.1. Soit Q; (j = 1,2) un élément de 550 €t FU) e feuilletage
singulier obtenu apres résolution. Les 1-formes Q1 et Q9 sont holomor-
phiquement (resp. formellement) conjuguées s’il existe un élément 1 de
D (resp. @) tel que ;b*(h,(cl)) = h,(f) pour k =0,1

(Hg, = <hgf),h§f)>).

Preuve. Si les formes sont holomorphiquement conjuguées les holono-
mies projectives le sont aussi.
Soient
Q; = d@? + =) + f;2yde — zdy)

deux éléments de £ , définis sur un voisinage U de 0 € C2. On suppose

qu’il existe un élément 9 de D tel que zp*(hg)) = h,(f) pour k= 0,1. Les
holonomies h,(j ) étant calculées sur une transversale : (C,ug). On va
montrer que FU et 72 sont conjugués, donc Q7 et Q9 aussi.

Lemme 3.2. [l existe un difféomorphisme fibré &: (t,u) = (o(t,u),u),
entre deur voisinages ouverts V; de Py dans Uespace éclaté U tel que:
1) @ envoie les feuilles de .7?'(52) sur celles de .7~:|(‘}1)

2)  la restriction de ® d la transversale © est égale a 1.

Lemme 3.3. Le difféomorphisme ® se prolonge sur un voisinage V3 du
dwiseur exceptionnel Dy = P{UPs , en une conjugaison analytique entre
les deux feuilletages singuliers F) eg F2)

Ainsi en posant
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on obtient un difféomorphisme de conjugaison analytique entre Fq, et
Fq, , en dehors de Vorigine. Celui-ci se prolonge en 0 en une conjugaison
entre 21 et Q9. D’ou la version analytique du théoréme O

(En raisonnant sur les k-jets ([C, M]), (voir aussi [B, M]) on établit

le théoreme dans le cas formel.)

Preuve du lemme 3.2. Les feuilletages FU) sont transverses a la “fi-
bration” de Hopf généralisée de Py, en dehors des séparatrices (u = ),
(v = —1) et du projectif Py . Donc on peut étendre ¢ par la méthode
de relevement des chemins, suivant la projection (t,u) — u, en un
difféomorphisme local ® envoyant F@ sur FO). pour tout couple (¢, u)
de C x (C—{0,4,—1i}), t de module assez petit, on considere le relevé

Cq(;) dans le feuilletage F@) dun segment Ve de L d’origine u et
d’extrémité ug tel que 052) (0) = (¢, u). Puis on reléve le chemin (fyu_ud)'1

dans le feuilletage F() en un chemin Cq(,l) tel que CL(0) = ((tg), up),
ou (t2,ug) = 52)(1), Soit (t1,u) = C’Q(Ll)(l); on pose ®(t,u) = (t1,u),
ce dernier est indépendant du chemin Vo choisi. D’apres le théoréme
1.1 appliqué a chacune des trois singularités my , il existe au voisinage
de my, un diffomorphisme fibré conjugant les feuilletages F2 ot FO)
et valant v sur X. Celui-ci coincide en dehors de la séparatrice (u = k)
avec le difféomorphisme @ puisque les “manipulations” qui ont permis

de les construire sont les mémes. O

Preuve du lemma 3.3. Comme la feuille P; — {mg} de () est simple-
ment connexe, pour tout disque D,, = {z € C/|z| < n} de P; — {mg}, 7
réel positif arbitrairement grand, F) possede une intégrale premiere
holomorphe Fj sur un ouvert U, fibré via (', y) — t' au dessus de D, :

Fj(tla y) =Y~ Uj(tl>y)7 Uj € 02(U77)a Uj(t/,O) 7é 0.

D’apres le lemme 3.2 le difféomorphisme ® est défini sur une cou-
ronne cylindrique Ugye = Acy X D olt Acyy est Vanneau {t' € C | ¢ <
|t'] < n}. Introduisons le difféomorphisme ®; :

(', y) = (- U;,y) Y2,y Ui, y).
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II est défini sur un ouvert Dy x D ; sa réciproque <I>j’1 envoie I} sur
la projection (¥, y) — y et conserve la “fibration” transverse FO. Pour
conclure il suffit de prolonger § = &1 0 ® o by ! sur un ouvert Dy x
D, pour certains 77" et €”, tout en conservant les fonctions (t',y) —
yet (t'y — y- 2. Pour cela posons 0(t,y) = (¥1(t',y), va(t’,y)).
L’application 6 est connue sur un ouvert Uy o = Ay x Do Elle
conserve l'intégrale premiére y-t'2 de FU et envoie @2(.7:(2)) sur @1(73(1)).
On a alors:

ot y) - VIt y) =y - t*
Yot y) = Ya(y)

(t',y) € Aoy X Der . Par suite la fonction 6 s’étend par cette formule
sur Dy x D, (pour un certain £1). Alors ® se prolonge au voisinage de
P tout en satisfaisant les conditions demandées; d’oit le lemme. d

Définition ([C, M].) Un sous groupe G de D est dit super rigide si toute
conjugaison formelle, entre G et un sous grupe G’ de I quelconque,

converge,

Corollaire. Soit ) un élément de 335, tel que Hg soit super rigide.
Alors Q est rigide.

4. Synthese
Soit 2 un élément de 35 o il est en général rigide. Quand il ne I'est pas
on a QFor = Hgor , saul dans des cas exceptionnels ol on a seulement
OFor = (hg, hy)FOT . Ceci sera conséquence des théorémes 3.1 et 4.4.
L’holonomie de P; — {mg} comme variété invariante de (NZ(O) est
I'identité car c’est une feuille simplement connexe de . Par conséquent,
(NZ(O) est linéarisable d’apres le théoreme 3.1. L’holonomie de lautre
variété invariante de Qg) est donc linéarisable. On peut supposer pour
toute la suite que hg = — id (¢, o) (modulo un bon choix de la coordonnée).
Avant d’établir le lien entre QF°T (hg, hy)FOF et H, Sor on va rappeler
un résultat de Cerveau-Moussu sur les groupes.

Définition 4.2 ( [C, M].) Un sous groupe non abélien de ID est dit ex-
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ceptionnel §’il est formellement conjugué a I'un des sous groupes G, p
engendrés par:

T wr etz exp Xpo(x) =z(1 “pﬂfp)#l/p

oll p est un entier non nul, w racine p'“™° de —1 et X, \ le champ de

vecteurs complexe & une dimension:

Xpa = (@7 /(1 4+ Xa?))8/0z, AeC, peN.

Remarque. Les éléments de G, ,, s’écrivent:
=l p(x) =w™ - 21— kpa?) VP .k e Z.

Le difféomorphisme £, j est périodique si et seulement si m est impair
ou k est nul.

Notations, Soient k, ¢ deux éléments de N*, m € Z et (A, w) € C2, avec
w racine ¢ de 'unité. On désigne par Hp, kg1 le groupe abélien:

(w exp(m/q) Xig x , exp Xigr) -

Théoréme 4.3a. ([C,M].) Soit G un sous groupe de D. Alors GNIDy est
monogéne si et seulement si G est formellement conjugué 6 un groupe
Gup (cas non abélien) ou & un groupe Hp, ;4\ (cas abélien).

Théoréme 4.3b. ([C, M1.) Un sous groupe G de D est super rigide dés
que GNID1 n'est pas monogéne et non trivial. Lorsque G est non abélien
et gue G NIDy est monogene, le groupe G n’est pas rigide.

Théoréme 4.4. Soit Q un élément de %5, .
i) Si pgy ne vérifie pas la condition (1): “ugy est srrationnel et

)For .

Iy - M=) <0 7 alors QF = (hg, by St de plus Hq n’est ni ex-

ceptionnel ni formellement conjugué a un groupe Hp,p .0 on obtient
For — rrFi

QF°r = HR™ .

i) Lorsque (I) est vérifiée Q est rigide.

Preuve. Elle résulte du corollaire 4.9 et de la proposition 4.10. O

Corollaire 4.5. Soit Q un élément de X% , tel que Hg soit non abélien.
Alors Q est rigide st Hq nest pas exceptionnel. C’est le cas en particulier

quand 1i(3) n'est pas rationnel.
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Remarque. L’ensemble des valuers o pour lesquelles les deux espaces de
modules QF et H, 501" , dans le théoréme, ne s’identifient pas est contenu
dans R.

Corollaire 4.6. “Génériguement” sur o (: « € C—R), un élément Q de
[Qi’Z] est rigide.

On va d’abord établir le lien entre QF°F et (hg, hs)FOT .

4a. Correspondance entre 27 et (hg, h;)FO"

Lemme 4.7. Soit G un sous groupe de I formellement conjugué a Ho
par un élément ¢ de D: P*(Hq) =G. Sipourk =1,—i on ala propriété
(Qr):

(Qr): Le difféeomorphisme holomorphe ©*(hy) est U’holonomie de la
séparatrice (t = 0) d’une 1-forme:

e = udt — (k) t(1+4 Bg(t,u))du, Br € my

alors G est réalisé, a conjugaison analytique prés, comme groupe d’ho-
lonomie projective d’un élément Oy de 25 o formellement conjugé a Q.
De plus les holonomies projectives locales h(l) et hil des singularités my
et m; de F(I) (désingularisation de Fq, ) sont égales a $*(hg) et @ (hy),
a conjugaison analytique commune prés.

Preuve du lemme 4.7. On utilise la construction de Lins Neto [L] basée
sur le théoreme de Grauert classifiant les voisinages tubulaires des sur-
faces de Riemann compactes a classe de Chern négative. Cette construc-
tion permet d’obtenir un élément 7 de A ayant méme résolution mini-
male que ©, admettant la courbe (y2+x4 = () comme unique séparatrice
et ayant G comme groupe d’holonomie projective (& conjugaison analy-
tique pres). D’apres le lemme 2.1, Q; s’écrit:

Q1 = f1(z,)d@? +zY) + g1z, y)2ydz — xdy)  fr,91 € O2.

Vu la résolution de Q;, cette 1-forme est une courbe généralisée ([C,
L,S]) ayant (32 +z* = 0) comme unique séparatrice. Par suite v(Q) = 1:
1-jet non nul ([C, L, S]). Ainsi fi est une unité et g; s’annule en 0,
puisque F) posseéde une seule singularité sur P . Par conséquent Q7 €
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S0 Or par hypotheése les couples d’holonomies projectives locales

(hg, h;) et (h(()l), hz(l)) sont formellement conjugués.
En vertu du théoréme 3.1 les 1-formes Q; et © sont formellement

conjuguées. J

Remarque 4.8. Les hpotheses (Q;) du lemme 4.7 son vérifiées en général;
on distingue essentiellement quatre cas:

(1) ey ) ER

() sy i) €Q -

(iit) M(Z),M( €ER-Q)
(V) B (R — Q)" (k=1 ou bien —).

Dans les trois premiers cas, les hypotheses (Qx) son évidemment
satisfaites: (i) est clair car ¢*(hy) est linéarisable, (ii) d’apres Martinet-
Ramis [M, R]s ou Perez Marco-Yoccoz [PM, Y] et (iii) d’apres [PM,
Y].

Dans le dernier cas on distingue deux possibilités:

Si Hq est non abélien, alors il est super rigide, ainsi Q est rigide.
Remarquons que @); est vérifiée pour j =14, 1.

Si Hg est abélien, (Qr) peut ne pas étre satisfaite dans quelques cas
(remarque 5.2), cependant Q est rigide, en effet: ﬁ(k) est linéarisable
(Poincaré) donc hy aussi. Ainsi, puisque 1) ¢ Q et que Hg abélien,
ce dernier est linéarisable. Il en est de méme pour Hg dés que Q) est
formellement conjuguée a Q. Ainsi, d’apres le théoreme 3.1, Q et O

sont analytiquement conjuguées. Par conséquent § est rigide.

Corollaire 4.9. Soit Q un élément de ¥5 . Alors QFor s%dentifie d
(hg, hy)FOr sauf peut-étre si () € R —Q avec 1(a) - B(=i) <0, auquel cas
Q est rigide.

4-b. Classification des systemes de générateurs
Ce paragraphe est motivé par I’exemple suivant: on considere les deux
systemes de générateurs (—z/1—z, z/1—z) et (—z, z/1—x)de G_11.
Il existe un unique élément i de D tel que @*(—z/1 — x, :c/l - x) =
—xz,z/1 — ). 1l est donné par p(z) = z/(1 + x/2).
Remarquons que: g o p(z) =z/1 +z = (z/1 — x)‘l. Soit G un sous
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groupe de D formellement conjgué a G_Ll:/]\\f*(G) = G_11. Les deux
systémes de générateurs de G:

(NN (=z/1—z), (N1 (/1 -2),
(fo= N~V (=z), f=N"1)(z/1-x)

sont conjugués par un unique élément de D: (N—1)* (x/(1 + z/2)). Ce
difféomorphisme diverge en général puisque 'élément f de D peut ne
pas avoir de racine carré (f tel que f o f = f) dans Dy ; en effet:

La classification analytique des éléments de D formellement con-
jugués & g = x/1—x est donnée par des invariants qui sont les coefficients
d’une certaine série de Fourier associée a g ([E], [Ma], [V]):

~ o; o
Sg(w) = Zj(w) + 55 (w) = Z O 57 4 Z O _pe ST
n>1 n>1

Le fait que f possede une racine carré dans D; pour la composition se
traduit par ([Ma], [V]):

on=0 si n¢2Z.

La classification analytique de G_j 1 est donnée ([C, M]) para les cocy-
cles de z/1 — z qui sont équivariants par I'application z — —z, ce qui
se traduit par:

On=0_, YNEL:

relation qui est donc différente de celle assurant I'existence d’une racine

carrée de f dans )y . Ainsi Gljcirl ne s’identifie pas a (—z, z/1 — a:)For.

Proposition 4.10. Soit (fi,-.., fp) un systéeme de générateurs d’un sous
groupe G de . On suppose G non exceptionnel et non formellement
conjugué a un groupe Hp, p oo . Alors (f1,... ,fp)FOr s’identifie & GYOr.

Remarque. Les espaces de modules de deux systémes de générateurs de
(7 s’identifient.

Preuve de la proposition 4.10. Afin d’établir la proposition on va mon-
trer que si (f1,... ,fp) est un autre systeme de générateurs (de G)
formellement conjugué a (f1,. .. , fp), il lui est homomorphiquement con-
jugué. Soit ¢ un élément de D tel que U*(fi)=fi.i=1,...,p.

Bol. Soc. Bras. Mat., Vol. 27, N. 1, 1996



42 R. MEZIANI

1°" cas: (G n’est ni abélien ni exceptionnel. Comme G est super rigide
(théoréme 4.3), 9 converge.

21®me cas: (G est abélien et 1'un des f;, par exemple fi, est & par-
tie linéaire non périodique. Donc fi et par suite GG, est formellement
linéarisable. Ainsi la partie linéaire d’un élément de G le caractérise.
Alors fi=fi,i=1,...,p.

31¥me cas: (G est abélien et les f; sont tous périodiques. Ici encore G
est linéarisable [M, M] et donc f; = f; pour tout .

4i®me cag: (3 est abélien, les f; sont & partie linéaire périodique et 'un
d’eux est non périodique. On a GN Dy # {id}.

Si GN Dy est non monogene, G est super rigide d’apres [C, M] et
2 converge. Supposons maintenant que G N Dy est monogéne engendré
par un élément h ayant un modele formel exp X, y. D’apres 4.3a, G
est formellement conjugué & un groupe H,, 4 (avec kg = n): NG =
Hp, kg0 N eD. On a:

(Nop o NN Hykox = Hmkgx -

Posons ¢ = No z/) oN-1. Comme exp Xkqx engendre Hy, .2 ND1, on

a nécessairement:
@ (exp Xkgr) = exp eXggr, €==1.

Si e = 1, ¢ commute avec exp Xpga; d'aprés [C, M] on a: ¢ =
e?77/k . exp Xp, 5 avec r € 7Z. Puisque w® = 1, ¢ commute aussi
avec w exp(m/q) Xpq,x . Ainsi ¢ commute avec tout élément de Hp, g g -
Donc pour 4 = 1,... ,p on obtient ¢* (f;) = f; soit fi = f; .

Par contre si ¢ = —1, alors A = 0 d’apres [C, M|, cas exclu par

hypothése. D’ol la proposition. 0O

5. Précisons sur I’espace des modules
Dans ce paragraphe on étudie HE°" pour € élément de 5%, selon les

valeurs de H(s) - Ceci afin de préciser QFT . Dans cette étude on distingue
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deux cas:

192) Hq n’est pas abélien

Théoreme 5.1. Soit Q un élément de 59 o NOT rigide tel que Hq ne soit
pas abélien. Alors I(s) = p/q, pAq=1. De plus, ou bien q est impair
et h; non périodigue, ou bien q = 2(2k + 1) et h; périodique.

Preuve. Comme  n’est pas rigide, H¢) est exceptionnel car non abélien.
Ainsi () = p/q, pAq = 1. 1l existe ¢ élément de D tel que ¢* Hp =G4
avec (d,w) € N* x C*, w? = —1.

1-a) ¢ est impair: Un calcul simple montre que w = e/ et d =
(2r 4+ 1)q, r € N. Nécessairement h; est non périodique. En effet on a
pour 7 =0,%:

o iy
P hj=e H) -exp kj X(2r+1)q,07 ki eZ (,u(o) =—1/2).

Si h; est périodique, comme h;(0) est une puissance paire de w, k; = 0.
Ceci contredit la non abélianité de Hg . Ainsi h; est non périodique,
donc résonnant. Il a un modele formel e2™P/4 . exp X kq,0 avec k impair
2r+1=k).

On a OF°r = (hg, hi)FOr = (w,exp Xk,LO)For. Par suite QYT g’identifie

(IC, M]) au sous ensemble de (exp X, ;C,L())FOr formé des cocycles d’Ecalle-
Voronin (cg, 1, ... ,€2kg—1) équivariants par la rotation z — wz.
1-b) ¢ est pair: ¢ = 2¢": Un calcul élémentaire montre que w = eimld ,
d = (2r+1)¢’, r entier. On a forcément ([Me]) ¢’ impair et h; périodique.
Par suite h_; est nécessairement ([C, M]) résonnant avec un modéle
formel 2 (=) . exp X(2741)g/,0 -

On obtient QFT = (w, exp X(2r+1)q,70)F"r. 0

29)  Hq abélien

Remarque 5.2. Notons tout d’abord que py € B si et
seulement p(_; € B.

Soit maintenant Q un élément de Y5, avec Hq abélien et 1) €
R —Q. On s’interesse & la rigidité de @ et Hq ainsi qu’au lien entre QT
et HE" = (hg, hi)For.
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On a QFor = (hg, hi)For si et seulement les hypotheses (Q;) (7 =1, —7)
du lemme 4.7 sont vérifiées. Elles le sont lorsque I € B; en effet Hy
est linéarisable ([Br], [Y]) et il en est de méme pour tout groupe G qui
lui est formellement conjugué.

Lorsque ;) € (R—Q)—B, Hg n’est pas rigide (voir ci-dessous). Si
de plus 1(;) et p(_;) sont strictements négatifs, alors ofor = Hgor (4.4)
et par suite {2 n’est pas rigide. Par contre si Ii(x) €st positif (k =1 ou
bien k = —i) alors Hq est linéarisable et Q rigide (remarque 4.8), par
conséquent QFOr (hg, ho)¥r = H gor.

Montrons donc que si pi;y € (R—Q)—B alors Hg n’est pas rigide: Soit
A=2p(;) - Onad € (R—Q)—B. On peut supposer que hi(z) = 2T )
et ho(z) = —z (& conjugaison analytique commune pres). Il existe un
élément f de I non linéarisable ([Y]) qui s'écrit:

f(x) =¥ . z(1 + zk(z)), avec k€ 0.
Ce difféomorphisme est formellement conjugué a e2e™ . id:
plo(e¥™ idjop=f ¢eD.
Considérons ’élément f; de D défini par:

fi(@) = €™ 2+ 2® k)2

fa?) = (fi(@)?.

On obtient ainsi un élément f; de D non linéarisable (autrement f
le serait: par un simple calcul) et commutant avec —id. Pourtant les
deux couples (—1id, f1) et (hg, h;) sont formelleement conjugués.

Théoreme 5.3. Soit Q un élément de 35 , tel que Hg soit abélien; la

1-forme Q est non rigide si et seulement si une ou lautre des deuz

conditions suivantes est satisfaite:

i) py) et p(_y) sont irrationnels négatifs avec p(y ¢ B (“bien approché”
par les rationnels).

it) 1) est rationnel et h; est non périodique.
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Preuve. Si i) et ii) sont non vérifiées, Q est rigide. On s’en convaint
facilement. Lorsque i) est vérifiée, Hq n’est pas rigide (5.2), @ non plus
vu que QFr = Hgor (4.4). La proposition qui suit achéve la preuve:

Proposition 5.6. Soit Q un élément de %5 , tel que Hq soit abélien.
Supposons h; résonnant, arvec un modéle formel e2™P/1 exp KXig ) avEC
pAg=1. Alors Q¥ s’%identifie au sous ensemble de

(622'71']7/(] exp qu)\)FOI‘
consitué des cocycles d’Ecalle-Voronin équivariants par [Dapplication
T —T.
Preuve. Le sous groupe de Hg des éléments tangents a l'indentité est

monogene, engendré par h! si g est impair (resp. hg o hg, si g = 2¢).
D’apres [C, M] il existe un élément N de I tel que N* Hq soit du type

/]\7* Hq = <eXp qu)\/ , W exp thq,N) N e C, teC

avec w = ei™/q (resp. et/ q/). Comme wexp t Xy, v commute avec
exp Xgq v U'entier kg est pair. On a:

N* ho = —exp tg Xig v, to€C

N hi = e2imp/q exp t; Xpgn, ti€C.
Par ailleurs (/J\T* ho)? = id, donc tg = 0. Ainsi & changement de coor-
données linéaire pres, on a

N Hg = <——id, e2imp/q exp qu7>\> A=)/t
Donc
Qfor = (— i, ¥/ exp quﬁk)For.

Cet espace de modules s’identifie & l'ensemble des cocycles d’Ecalle-
Voronin de ¢27/4 exp X kg,» €quivariants par: x — —z ([C, M]). 0

6. Cas spécial

Dans ce paragraphe, on étudie l'espace des modules Q¥ des éléments
Q2 de A formellement conjugués & une 1-forme Qi’z avec o = 4, le cas
o = —4 s’y rameéne par changement de coordonnées. Cette fois encore
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le feuilletage Fq est réduit apres deux éclatements; cependant et con-
trairement au cas précédent, on obtient une singularité réduite du type

(**) qui modifie complétement la classification analytique.

A. Choix d’un bon systeme de coordonnées

Notation. On note £5% 'ensemble des €2 de A formellement conjugués
a une 1-forme Qi’Z .

Soit Q un tel élément, on peut supposer qu’il a la méme résolution
que 93’2 . Ainsi il se désingularise apres deux éclatements et F possede
deux singularités mg, m_1 toutes sur Py, avec Py N Py = {mg}. Ces
deux singularités sont réduites du type (*) et (**) respectivement. Pour
m_1 la valeur propre nulle est dans la direction P». Ainsi F possede
une séparatrice lisse transverse a P . Par suite Q admet une séparatrice
lisse, d’équation (y = 0) dans un bon systéme de coordonnées.

La classification analytique des éléments de A ayant une singularité
du type (**) a été faite par Marinet-Ramis dans (M, R}y pour un type
formel donné. L’honolomie de la variété invariante correspondant a la
valeur propre non nulle classifie analytiquement. Afin d’appliquer les
résultats de [M, R]; au calcul de QF°", on a besoin, comme dans le cas
précédent, d’avoir une “fibration” de base P, transverse a F en dehors
de P; et de la séparatrice qui en sont des fibres spéciales; ceci afin de

pouvoir “pousser” les conjugaisons.

Proposition 6.A.1. Soit Q un élément de 5 de séparatrice la courbe
(y = 0). Modulo un changement de coordonnées analytique Q s’écrit:

(II) Q=ydy+ 2z + by + 9)(2ydx — zdy) becC, g Em3.

Remarque. Pris ous cette forme, un élément Q de X357 est trasnverse a
0o = —2ydz + zdy en dehors de la séparatrice (y = 0). Par conséquent,
F est transverse a la “fibration” de Hopf généralisée donnée par Fo (82),

en dehors des séparatrices (v =0) et Py, ot v = 1/u.
Preuve. Comme dans le lemme 2.1 on aboutit a 1’écriture

O = (y+Y1)dy + Yo2yds — xdy) Yo €my, Y1 € mj.
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En appliquant & y + 1 les théoremes des fonctions implicites et de div-
sion, puis en utilisant le type de résolution de Q on obtient une écriture
du type:

Q=(y+ z‘i’ Lx))dy + ¢Y(2ydz — xdy)

ZEO]_, ¢Em27 ¢;‘(0’0)7é0
Un calcul simple (voir [Me]) nous permet d’énoncer le lemme:
Lemme 6.A.2. Il existe un élément £y de Oy tel que si l’on pose

O = (2ydz — zdy) + 2° Ly (z)dy,
alors les 1-formes Q et Qq sont transverses en dehors de la courbe C :
(y = 0).

Remarquons que les courbes (y = 0) et (z = 0) sont deux séparatrices
de Q1. D’apres Briot et Bouquet, Q7 est linéarisable. Dans de bonnes
cooronnées C' et Q s’écrivent: ¥ =0 et Q] =2YdX —~ XdY. Comme Q

et 0y sont transverses endehors de C,  s’écrit (& unité pres):
YdX + (aX +bY —3)2YdX — XdY) w3 € m% i(a,b) e C* x C.
Quitte a conjuguer par une homothétie, on peut supposer que a = 2. O

Dans toute la suite nous travaillerons dans les coordonnées ou les
éléments de X357 sont du type (1I) ci-dessus.

Apres deux éclatements, y = tz et z = tu, d’une telle 1-forme Q on
obtient un feuilletage singulier F défini dans les carts (¢, u) et (z,v), ol
t = zv, par les 1-formes:

Qo) = 2udt + t(1 + ufy)du, fi € Oy

ﬁ(oo) =02 de — 20(1 —v/2+ zfo)dv, fo € Oy
et de singularités mg et m, (fig.4), la 1-forme Q(O) est du type (*) et
Iy (F, Pa) = —1/2. Par contre Q() est du type (**) avec une multi-
plicté d’intersection égale a 2; la droite (v = 0) est la variété invariante

associée a sa valeurs propre non nulle. Il existe une écriture adéquate
de Q(oo) .
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Fig. 4

Lemme 6.A.3. I existe ®, un changement de coordonnées analytigue
local, en my , fibré, (v,z) = ®(V, X) = (V, X {(X)) avec £(0) = 1, tel que

lon ait
©* Q) = V2dX = X1 4V f4)dV, f3€09. (6.A.4)
Preuve. La forme Q(Oo) s’écrit:
ﬁ(oo) =v?ds —z(1 — (1/2v + xf3)dv, f3 € O3.

X UX)1 - 3V + X 6X)f3(X - 6(X),V))

EX) T X (X)) V-

" (Qo)) = V2dXx —
La relation (6.A.4) s’écrit:
LX)+ X LX) - f3(X 6(X),0)) = £(X) + X £/(X).

Soit
2(X) — £2(X) - f3(X - €(X),0) = 0.

Equation qui admet une unique solution analytique £ qui vaut 1 en 0. O

B. Rappels sur la classification des 1-formes réduites (**) d’apres
Martinet-Ramis [M,R];

On désigne par E, (p > 1) 'ensemble des éléments de A réduits du
type (**), de multiplicité d’intersection p+ 1. D’aprés Dulac [D], un tel
élément est conjugué a une 1-forme 7:

n=a"dy — (y+zA)dz AcO,. (6.B.1)
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On note E, 'ensemble des 1-formes de E, du type (6.B.1) et Go le
groupe des éléments de Diff(C2, 0):

(@,y) = 2,8y + Y faly) 2" | BeC
n>1
Les fonctions f, étant holomorphes sur un méme disque centré en 0.
Intéressons nous au cas p =1 (ce qui correspond & notre situation).
Soit Gy = G N Diff(CZ, 0).

Proposition 6.B.2. Deux éléments de E] holomorphiquement conjugués
sont Gg - conjugués, donc le sont par un difféomorphisme fibré,

®(z,y) = (z,9(x,y)), ¢ € O2.

Proposition 6.B.3. Tout élément de E] se raméne via Gy & une unique
1-forme
Qpr = P dy —y(1 + XaPydz, A eC.

L’espace des modules Ej / Diff(C2,0) s’identifie par une bijection
canonique R & C x C x D quotienté par 'action de C* définie par:

B\t 0 =(\6L8067h.

Si 7 est un élément de Ey, la premiére composante de sa. classe dans
C x C x Dy est le nombre A de la forme Q, 5 (6.B.3) correspondante.
La nullité de la deuxieme composante signifie que 1 possede une variété
centrale C. On a alors Zo(F,,C) = A.

C. Classification et calcul de I’espace des modules

Soit € un élément de 574 - On note hg et hq les holonomies projectives
locales en myg et my, , de la deuille £ = Py — {mg, m} de F , calculées
sur une transversale (u = ugp). On a hy = hy Lot si Hq est le groupe
d’holonomie projective alors Hq = (hg). On a encore h? = id.

Théoréme 6.C.1. Soit Q; (j = 1,2) un €élément de 335% et ﬁj(oo) le germe
de I-forme définissant ﬁj en Mo, . Alors Q1 et Qo sont holomorphique-
ment conjugués si ﬁl(oo) et 52(00) le sont.
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Remarque 6.C.2. Comme dans [C, M], en raisonnant sur les k-jet on aura
le méme résultat en remplacant conjugaison analytique par conjugaison

formelle.

Preuve de 6.C.1. L’implication “les Q; conjugués = les ﬁj(oo) aussi”
est immédiate. Pour l'autre sens: supposons €y, et Qg holomor-
phiquement conjugués.

D’apres le lemme 6.A.3 il existe deux difféomorphismes fibrés
®;:9(v,z) = (v, fj(v,2)), tels que @] SNIj(OO) = v¥dz —z(1+v- g;)dv
avec g; € Og.

Ces deux 1-formes @7 ﬁj(oo) sont conjuguées. Or elles appartiennent
& Ej; ainsi elles sont conjuguées par un difféomorphisme fibré (6.B.2).
Il s’en suit que Ql(oo) et S~22(00) sont conjugués par un élément fibré ®
de Diff(C2,0):®(v,z) = (v,9(x,v)), g € Og. La restriction ¢ de & &
une transversale (v = vg) conjugue ho})) et h£> donc Hq, et Hg,. On
“pousse”, comme au théoreme 3.1, ® au voisinage de P; et P» en une
conjugaison entre ]~:1 et ]~:2 . Par conéquent 1 et Q9 sont conjugués. O

Soit Q dans ¥5% . Alors (NZ(OO) appartient & Eq et possede £ comme

variété centrale avec Zp,, (F, L) = —1/2. On note:

~ cent t t
(QFC?OI)) ={neE/n £ Q(o) €t 77 & une variété centrale} / ~ .
Cet espace de modules s’identifie par R & {—1/2} x {0} x D1 /C* donc

aDy/C

Proposition 6.C.3. Soient © un élément de 1 de classe analytique dans

RY({~1/2} x {0} x D1/C*) et Q une I-forme de T%7 . Il ewiste

formellement conjugué a Q tel que ﬁl(oo) = 0 (4 conjugaison analytique

pres).

Preuve. La 1-forme © s’écrit & conjugaison analytique pres:
®=v2da¢—m(1-v/2+v-g)dv, g€ my.

L’holonomie de la variété centrale (z = 0) est conjuguée & —idc. En
adaptant la construction de A. Lins Neto [L] & notre cas, on obtient un
élément Q9 de A, qui a la méme résolution que Q, posséde (y = 0) comme
séparatrice et a la propriété qui suit: le feuilletage ]~:1 (résolution de Q)
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possede deux singularités mg: (f = 0, u = 0) et m,: (z = 0, v = 0), telles
que hg = —id et Ql(oo) = 0, a conjugaison analytique prés. Pour arriver
a O formellement conjugué & €2, on a besoin de construire une fibration
“singuliere” transverse (2ydxr — xdy = 0).

Puisque la 1-forme Qq posséde (y = 0) comme séparatrice, on a:

M = fidy+ fa-(2ydz — xdy) avec f; € Og.

On sait que ﬁl(w) est réduite du type (**), de multiplicité d’inter-
section 2 et admet P» comme variété centrale. Cecl nous permet de
calculer v(f1) par une formule de Camacho-Lins-Sad [Ca, L, S| qu’on
rappelle ici:

Rappel [Ca, L, S]. Soient 17 un élément de A et C: (y = 0) une séparatrice
de . On a:

n=(@"Lz)+yx fldy+yxgxdr

neN, £e€0y; f,g€ 09, £0)#0.
On note pry(0,C) I'invariant analytique n. Si 0 est une singularité du
type (*) (resp. (**) de multiplicité d’intersection p et de variété centrale
C) alors piz,(0,C) =1 (resp. p). Soit w un élément de A tel que dans

sa résolution on n’a pas de composante dicritique, les coins ne sont pas
éclatés et sont du type (*¥). Alors on a

L+vw) =),z (aP)
I
ou F,, est la résolution de w, S le lieu singulier, D le diviseur excep-
tionnel (on a3 C D) et
I={(q,P)/PecD,qe S et qnest pas un coin}.

Ainsi v(Q)+1 = 1z (Meo, P2) = 2. Or P| est non dicritique et contient
une seule singularité; alors fo est dans mg et f; = y + ¢(x,y) avec ¢
élément de m%. D’apres 6.A.1, Q1 s’écrit a conjugaison pres:

M =ydy+ 2x+ by +¢¥1)2yde —xdy) b1 €C, ¢ € m% .

Comme fll(oo) et ﬁ(w) sont formellement conjugués, 21 et € le sont aussi
d’apres 6.C.2. O
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Conclusmnﬁ C.4. SiQ est dans X" "4 I’espace de modules QFT g’identifie

a (aFer) “* Donc a by /T

Remarquons que dans ce cas (Q € ZETLL) I’holonomie projective He

oFor vy que le type

ne porte plus d’information sur la classe de Q dans
analytique de Hg, est constant. Par contre I'holonomie de la séparatrice

classifie:

Théoréme 6.C.5. Soient Oy, Qo deuz éléments de 57 et R ) h(2) les
holonomies de leur séparatrice commune C: (y = 0). Alors 07 et Qo sont
analytiquement conjugués si et seulement si R et b2 le sont.

Preuve. Soit .7~:j le feuilletage singulier obtenu apres résolution de Q; ; il
est défini en my par une 1-forme ﬁj(oo) . Notons A7) I'holonomie de la

transformée stricte de C, comme séparatrice de €, i(o0) - Les 1-formes 0y
et Q9 sont conjuguées si et seulement si Ql( ) et QQ( ) le sont (6.C.1).
Ce qui signifie d’aprés Martinet-Ramis [M, R]; que A et A(2) le sont,
ou encore h(1) et h(2) analytiquement conjugués. O
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